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Prefácio 


Após muitos anos de magistério, resolvemos escrever uma obra que pos- 
sibilite aos alunos ingressantes dos cursos de engenharia uma revisão dos 
principais conceitos da geometria analítica, uma vez que será ferramenta 


presente na longa caminhada acadêmica destes estudantes. 


O embrião desta obra nasceu a partir da experiência em sala de aula, 
tendo em vista as principais necessidades de nossos alunos. Surge, en- 
tão, o estímulo para a concretização de um sonho: um material didático 


de apoio à iniciação acadêmica de nossos futuros engenheiros. 


Sem pretensão de esgotar o assunto, este projeto apresenta temas cen- 
trais, como a discussão dos vetores e das retas no R? e R3, e um estudo dos 
planos e das cônicas. O texto do livro é desprovido de excesso de formalismo 
matemático, o que contribui muito para uma compreensão mais direta. Di- 
versos problemas resolvidos são apresentados em todos os capítulos, além 
de exercícios de fixação. 


Aproveitamos para agradecer a todos que viabilizaram a concretização 
desta obra com incentivo e valiosas contribuições. E a todos que vierem a 
utilizá-la, agradecemos antecipadamente as sugestões enviadas para que, 
no futuro, sejam corrigidas eventuais falhas ou omissões. 


OS AUTORES 


Vetores 


UBIRATAN OLIVEIRA 


E) CURIOSIDADE 


Estudo de vetores 

O Estádio Olímpico João Havelan- 
ge, também conhecido como En- 
genhão, é um dos maiores projetos 
arquitetônicos do mundo. Nele po- 
demos observar vários elementos 
que notabilzam a importância do 
estudo de vetores. 

Seu projeto arquitetônico é arrojado 
e possui o maior vão do mundo, com 
220 m de extensão e quase 90 m 
de altura. 

Para alcançar o objetivo de proje- 
to e execução, foi necessária uma 
equipe com cerca de 50 profissio- 
nais especializados. 

Este monumento foi construído en- 
tre setembro de 2003 e junho de 
2007; uma obra que tem uma área 
de cerca de 180 mil m?. 


© Medeiros, G. 


Engenhão 


8 m CAPÍTULO 1 


O estudo de vetores é uma das mais importantes atividades 
no estudo da engenharia. Por meio dele, podemos calcular 
esforços presentes no sistema, possibilitando com isso an- 
tever problemas ou mesmo simular situações que envolvam 


otimizações de recursos. 


© “Dome”, Lisa Wilding 


Figura 1.1 Imagem de estrutura metálica de telhado 


Para tal, faz-se necessário o estudo desde o primeiro pe- 
ríodo, de modo que o aluno possa evoluir em seus conheci- 


mentos no estudo da engenharia sem maiores dificuldades. 


O estudo de vetores é de caráter multidisciplinar nas en- 
genharias e sua aplicação é voltada para os cálculos, as físi- 


cas, a mecânica geral, a resistência dos materiais etc. 


Embora saibamos que as ferramentas tecnólogicas disponibilizadas no 
mundo atual propiciam ao o engenheiro grande facilidade e rapidez em 
seus projetos, há que se ressaltar que sempre será o homem que introdu- 
zirá os dados iniciais no programa. Por mais perfeito que seja o software, 
ele sempre dependerá do ser humano para que possa funcionar da melhor 
forma possível. 


Os cálculos na engenharia nunca serão abandonados, eles serão utiliza- 
dos nem que seja na validação dos dados obtidos pelas ferramentas compu- 
tacionais e, em toda situação de análise de engenharia, os vetores sempre 
serão ferramentas fundamentais na obtenção dos objetivos do projeto. 


E” EXEMPLO 


Exemplo de aplicação de vetores 


Construção de ponte através do rio © Chernovat23 
Dnipro em Kiev, Ucrânia 


1.1 Definição 


Um vetor é uma grandeza matemática que possui módulo ou intensidade, 


direção e sentido. 


O módulo é o tamanho do vetor, sua direção é a mesma da reta suporte 
que o contém, e o sentido é para onde ele está apontado. 


Uma mesma direção possui dois sentidos. Por exemplo, a direção hori- 
zontal apresenta o sentido para a direita e o sentido para a esquerda; a dire- 
ção vertical apresenta o sentido para cima e o sentido para baixo. 


CAPÍTULO 1 m q 


E” EXEMPLO 


Composição de vetores 


10 = caríruLo 1 


Um vetor é representado geometricamente por uma seta, 


que apresenta origem e extremidade. 


o 


Figura 1.2 Representação geométrica de um vetor 


Na figura acima, o ponto A é a origem e o ponto B é a ex- 
tremidade. 


Um vetor pode ser designado por uma letra, normalmen- 
te minúscula, com uma seta na sua parte superior ou por 
duas letras, normalmente indicativas da origem e extremi- 


dade, também com uma seta na sua parte superior. 
Eos 
A B 

Figura 1.3 Representação e designação de um vetor 


. . -=> 
Na figura acima, vemos o vetor U ou AB. 


1.2 Módulo de um vetor 


O módulo de um vetor, que indica seu tamanho, é represen- 
tado pela mesma designação do vetor, porém sem a seta em 
sua parte superior ou com a seta na parte superior e entre 


duas barras verticais. 
> s — 
Vetor u a módulo u ou |u| 


Vetor AB a módulo AB ou AB 


1.3 Tipos de vetores 


Vetores iguais 


. =} = as . . $ 
Dois vetores u ev são Iguais se apresentam mesmo módu- 


lo, mesma direção e sentido. 


SS 


Figura 1.4 Vetores iguais 


Vetores opostos 


. — — ai P r 
Dois vetores u e v são opostos se apresentam mesmo módulo, mesma di- 


= . 7. -= , , 
reção e sentidos contrários. Neste caso o vetor v também é representado 


LA 


Figura 1.5 Vetores opostos 


2 
por-u. 


Vetor unitário 


Um vetor é definido como unitário quando apresenta módulo igual a um. 


Se X é unitário, então A = 1 ou |X|= 1. 


Versor 


. =$ A , PR 
Um versor de um determinado vetor u não nulo é um vetor unitário de mes- 
. As . — 
ma direção e sentido do vetor u . 


Vetores colineares 


. = = A) . . ~ 
Dois vetores u e v são colineares se apresentam a mesma direção. Para tal, 


podem estar sobre a mesma reta suporte, ou em retas paralelas. 


capítuLoim 17 


1) = caríruLo 1 


<l 
cl 
<l 


Figura 1.6 Vetores colineares 


Vetores coplanares 


No R?, dois vetores são coplanares, ou seja, estão no mesmo plano porque 
definem esse plano (desde que esses vetores não sejam colineares), tendo 
em vista que são montados sobre duas retas suporte e duas retas não coli- 


neares sempre definem um plano no R°. 


Figura 1.7 Vetores coplanares 


Três vetores podem ser coplanares ou não. Não serão coplanares se a reta 
suporte de um dos vetores fizer um ângulo com o plano definido pelos ou- 
tros dois. 


sl 


= 
V 


Figura 1.8 Vetores não coplanares 


1.4 Operações com vetores 


Adição de dois vetores com mesma origem 


Quando somamos dois vetores com mesma origem, devemos completar 
um paralelogramo com os vetores, traçando pela extremidade de cada vetor 
uma paralela ao outro vetor. O vetor soma ou resultante é aquele que sai da 
origem comum até o encontro das paralelas, no vértice oposto ao da origem. 


Tal método é conhecido como método do paralelogramo. 


Figura 1.9 Método do paralelogramo 


S=U+V 


O módulo do vetor soma pode ser calculado por: 


SA = UP + vê + Zu cos q 


Onde q é o ângulo entre os vetores, e S, ue v são os módulos dos vetores 
> so 2 
S,U eV respectivamente. 


P20 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


1) Dados os vetores abaixo, de módulos u = 2 e v = 5, determine geometricamente o vetor 
soma, bem como calcule seu módulo. 


a) 


capíruLo 1m 13 


b) 


e 


150º 


<l 


Solução 


a) . E 


V 
S? = 2? + 5? + 2.2.5.cos 60° = 4 + 25 + 205 =39 


S = V39 


b) x 


150º ho 


<l 


Gessos eds fe ERRO 29 - 10/37 


Adição de dois vetores com a extremidade de um vetor coincidindo 
com a origem do outro 


Quando somamos dois vetores com a extremidade de um vetor coincidindo 
com a origem do outro vetor, basta que completemos o triângulo tendo os 
dois vetores como dois lados do triângulo. O vetor soma ou resultante é o 
que sai da origem do primeiro vetor até a extremidade do segundo vetor. Tal 
método é conhecido como método do triângulo. 


= 
V 


9 
Ss 


cl 


Figura 1.10 Método do triângulo 


[4 = caríruLo 1 


O módulo do vetor soma pode ser calculado por: 


SE = UP i V = ZUNS 0 


Onde ọ é o ângulo entre os vetores, e S, u e v são os módulos dos vetores 
S,u eV respectivamente. 


Adição de vários vetores 


Quando desejamos somar vários vetores, devemos colocá-los inicialmente 
com a extremidade de um vetor coincidindo com a origem do outro vetor, 
formando um só vetor. O vetor soma ou resultante é aquele que sai da ori- 
gem do primeiro vetor até a extremidade do último vetor. Tal método é co- 


nhecido como método do polígono. 
b 


7 d 
Figura 1.11 Método do polígono: S é o vetor resultante 


Diferença de vetores 


Quando desejamos achar a diferença de dois vetores u e v, devemos pri- 
. =} $ $ = 4 
meiro achar o oposto do vetor v , isto é, o vetor -v , para poder somá-lo ao 
— 
vetor u. 


— > > 
D=u-v 


OL 
| 
cl 
+ 
E 
< 
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16 = caríruLo 1 


=> 
=V 


Figura 1.12 Diferença de vetores 


Multiplicação de um vetor por um escalar 


Ao multiplicarmos um vetor U por um escalar k qualquer, obteremos um 
novo vetor com mesma direção e módulo multiplicado por esse escalar. O 
sentido do novo vetor dependerá do sinal do escalar k, ou seja, se o sinal for 
positivo, o sentido permanecerá o mesmo, se o sinal for negativo, haverá a 


inversão do sentido. 


Figura 1.13 Múltiplos de um vetor 


1.5 Ângulo entre vetores 


Sejam dois vetores não nulos uev.o ângulo q que eles fazem entre si é o 
ângulo que as semirretas suporte dos vetores, isto é, as semirretas que con- 
têm os vetores, fazem entre si. Para verificarmos o ângulo, os vetores devem 
estar dispostos com suas origens coincidentes; caso não estejam, devem ser 


colocados dessa forma. 


cl 
cl 


<l 


Figura 1.14 Ângulo entre vetores 


OBSERVAÇÕES 


— — 
1. Se o ângulo entre eles for 0º, os vetores u e v possuem a mesma direção e sentido. Neste 


caso, são chamados de colineares e são múltiplos entre si. 


<l 


= 
u 


o 


ọ=0 


Figura 1.15a Ângulo entre vetores 


> > 
2. Se o ângulo entre eles for 90º, os vetores u e v são ditos ortogonais. 


c 
ul 
ul 
1l 
cl 
+ 
<l 


V 


Figura 1.15b Ângulo entre vetores 


Neste caso, o módulo do vetor resultante pode ser obtido pelo teorema de Pitágoras, onde: 
S2 = u? + v? 

É importante observar que o módulo do vetor resultante obtido acima é um caso particular da 
fórmula de soma de vetores, onde o ângulo vale 90º. 

S? = u? + v? + 2uUv.cos q 

S? = u? + v? + 2.u.v.cos 90° 

S? = u? + v? + 2.u.v.0 

s2 =z u2 + v2 
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18 = carítuLo 1 


— — 
3. Se o ângulo entre eles for 180º, os vetores u e v possuem a mesma direção e sentidos 


contrários. 


q = 180º 


LA 


> = 
u V 


Figura 1.15c Ângulo entre vetores 


> — 5 
4. Se os vetores U e v forem ortogonais, o vetor u é ortogonal a qualquer vetor colinear ao 


a 
vetor v. 


1.6 Vetor unitário 


É o vetor de módulo um. Ele define uma direção porque qualquer vetor 
de uma determinada direção pode ser obtido como um múltiplo do vetor 
unitário daquela direção. Isto é, quando for conhecido um vetor unitário 
de uma direção, qualquer vetor daquela direção pode ser obtido - basta 
multiplicar este vetor pelo módulo do vetor que se deseja obter. 


=> ld A 2 . — == A . ~w 2 
Se À é unitário e se os vetores u ev têm a mesma direção de À, com mó- 


j ~ > > > => 
dulos u ev, respectivamente, então u =u.) ev =v.À. 


PI EXEMPLO 


= E — — Š o — + citas = bs É 
Se u é módulo do vetor u eu = 3, se u tem a mesma direção de À, com À unitário, então u = 
3x 


RN 
PÁ 3X 


Os vetores unitários das direções dos eixos cartesianos têm sua represen- 


e a o aa ; ; 
tação definida por i,j ek, unitários dos eixos x, y e z, respectivamente. 


Al 


NW 


X 


Figura 1.16 Vetores unitários dos eixos cartesianos 


1.7 Decomposição de vetores 


Decompor um vetor significa obter seus componentes em outras direções, 
de tal sorte que se somarmos essas componentes obteremos o vetor princi- 


pal. Quando as direções são os eixos cartesianos, teremos: 


No R? | 


el 


X 


Figura 1.17 Decomposição de um vetor no R? 


— — ai — š Ay R 
Os vetores u, e u, são as componentes do vetor u nas direções dos eixos x 


ey, respectivamente. 


= o — 
u=ų +u, 


— , Bis Pio o 
Cada componente do vetor u pode ser expressa através dos unitários das 
direções dos eixos, portanto: 


— = 7 
u =ul 
X x 
-> =- 
uU=U) 
y y 
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sendo 


T — 

uU, = U.COS q 
U = n 
u, = u.sen q 
logo 


> > > 
U=ucosqi +useng) 


No Rº 
fz 
AN 
ka 
N 
`x 
k 
N 
=ý = 
u >S 
F "e 
A 
0 v i 
u l — 
| u 
| y 
T > > 
— e l Z 
U, `S | Fi y 
q Ros I / 
a I / 
ce l Ed 
w E 
ai + 


X 


Figura 1.18 Decomposição de um vetor no R? 


> > > ʻ- — n ny i 
Os vetores u, U, e u, são as componentes do vetor u nas direções dos eixos 
X, y e z, respectivamente. 


> > — — 
u-u+u+u 
X y z 


— , AE 
Cada componente do vetor u pode ser expressa através dos unitários das 
direções dos eixos, portanto: 


— rd 
u=uUI 
X X 
— =» 
u =u j 
y y 
— i 
u =u_k 
Z z 
sendo 
uU, = U.COS q 


2() m caríruLo 1 


u, = u.sen q 


u, = U.cos 0 


logo 


— = rei = 
U=ucosq i +u.sengj +u.cos Ok 


1.8 Representação de um vetor conhecidos 
seus pontos origem e extremidade 


Se forem conhecidos os pontos origem e extremidade de um vetor, as coorde- 
nadas deste serão definidas pela diferença entre as coordenadas dos pontos 
extremidade e origem, nesta ordem. Esta forma é chamada de analítica. 


B 


A 


Figura 1.19 Representação de um vetor por pontos 


Sejam os pontos A (x, Yy Z,) € B (Xy Yy Zp), então o vetor AB é: 
AB=B-A 


AB = (X, = Xw Y Ya Ze T Za) 


PI EXEMPLO 


Sejam os pontos A (-2, 1, 5), B (1, O, 2) e C (1, -2, 3) 
AB= (1-2, 0=1, 2-5) = (3, -1,-3) 

AC = (1-2), -2-1, 3-5) = (3, -3, -2) 

co PE E E e e E, 


Os vetores representados por suas coordenadas têm esses valores como os módulos das suas 
componentes nas direções x, y e z. Logo, esta representação também pode ser feita pelos uni- 
tários dessas direções. 


AB = (X, = Xy Yg 7 Yy Ze Za) = (X7 Xa) ie Yo -yD + (Z-Z) k 


caPÍTULO1m 9] 
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No exemplo anterior: 
AB=(3,1,-=3)=5i =] -3k 
Meta sf 
EC= (0,02 1) ==9 +E 


E3) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


2) Dados os pontos A (1, 1, 2), B (-1,0,3) e C (2, -3, 2), determine os vetores: 
a) AB 

b) AC 

c) BC 

Solução 

JAB ti-gisti 

AC AE E E E 

gice p-tis=0 2g 


3) Dados os vetores abaixo, determine o vetor w. 
U=3+2 k 


V = (1, 0, -2) 


a)2 (U +V) -2W = 3(V -2W) + U 

b) 3W — 4(V - 20) = 4(2W - V) + 3U 

Solução 

a) Podemos inicialmente representar o vetor U na forma analítica 


U = (3, 2, -1) 


Desenvolvendo a expressão, buscando isolar o vetor W, vem: 
2U +27 =3V -6W +U 
-2W + 6W = 3V +U - 2U - 2V7 
4Ww =V -U 


4w = (1, 0, -2) 7 (3; 2, -1) = (2, -2, -1) 
= E =2 3 E E a) 
Walmer SM 

44 4) (2? 2 4 


b) 3W-4& +87 =8W-4& +3uU 


1.9 Igualdade de vetores 


Dois vetores U (u, U, u)eV (v; Vy v) são iguais se, e somente se: 


x x 
u =V 
y y 
u, =v 
z z 


P20 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


4) Dados os vetores U = (2,-1,4)eV (2 + m,-1,3 + 2n), determinar os valores de me n para 
que os vetores sejam iguais. 


Solução 


Para que os vetores sejam iguais, suas coordenadas deverão ser iguais. Então: 


2=m+2 
-1 = -1 
4=3+2n 


Das igualdades acima, vê-se: 


m=0e2n=1, logo n= 2 


1.10 Paralelismo de dois vetores 


Dois vetores U = (U, U, u) e v= (Va Vy v_) são paralelos ou colineares se 
existir um escalar k tal que U = kX”. 


(U; U, u) =k(v, Vy v) 
ou 


(U; U, u) = (kv, kv, kv) 
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PaF EXERCÍCIO RESOLVIDO 


5) Dados os vetores U (2,-1,4) e (2 + m, 3, 3 + 2n), determinar os valores de m e n para que 
os vetores sejam paralelos. 


Solução 
Para que os vetores sejam paralelos, suas coordenadas devem ser proporcionais, com mesmo 


coeficiente de proporcionalidade. Logo 


Da equação acima temos: 


E eos =-8 
2+m 3 E SR 
EE E E E 
z on eric doa 


1.11 Módulo de um vetor 


O módulo ou intensidade de um vetor é o seu tamanho. É a parte escalar do 
vetor. Sua determinação pode ser feita por: 


No R? 


c] 
El 


i qa, do es a S S 


— 


Figura 1.20 Módulo de um vetor no R? 


Na figura acima, vemos que o módulo do vetor U éa hipotenusa de um 
triângulo retângulo que tem como catetos, os módulos das suas componen- 
tesU, e U, Portanto, para sua determinação, podemos aplicar o teorema de 
Pitágoras. Logo: 


u?=u?+u2? 
X V 


u="U2+U) 
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Por exemplo, nos vetores: 


U=(3-3)=3 -3 


uou |U] = 437+ (-32 = 18 = 342 
V=(L-2)=7-2] 
voulv|= VP+ (27 = 5 

W = (0,-2) = -2K 

wou |W] = V0? + (-2)2 = 4 =2 


Estes valores finais representam os tamanhos dos vetores U, V e W, 
respectivamente. 


No R3 


Figura 1.21 Decomposição de um vetor no R? 


Na figura acima, vemos que o módulo do vetorU é a diagonal de um para- 


lelepípedo, cujas arestas são os módulos das suas componentes U”, T, eu. 


Figura 1.22 Módulo de um vetor no R$ 
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Como o módulo do vetor U é a diagonal do paralelepípedo, então: 
u? = u E u? i u? 
Por exemplo: 


= 


Àb = (3, -1, -3) = 3? -j -3k 


AB ou |AB| = 437 + CIP + C37 = V19 


AC=(3,-3-2)=31-3] -X 


AC ou JAC] = 4/32 + (3)? + (2)? = 22 


BĊ = (0, -2, 1) =- 2) +K 


BC ou |BĊ| = y0 + C27 + 1 =45 


> > 


Estes valores finais representam os tamanhos dos vetores AB, ACe BC, 


respectivamente. 


E3P EXERCÍCIO RESOLVIDO 


6) Dados os pontos A (-1, 2, 0), B (2,0, -2) e C (-2, 1, -1), determinar os módulos dos vetores 
AB, AC e BC. 


Solução 

Dados os pontos, os vetores são obtidos pela diferença das coordenadas entre os pontos ex- 
tremidade e origem. 

AB=(2-(-1,0-2,-2-0) = (3,-2,-2) 

AC=(-2-(-1,1-2,-1-0) = (-1,-1,-1) 


B= (2-2 1=0, -1-2 = (4.1, 


Agora que determinamos os vetores, iremos determinar os módulos: 


AB = 4/3? + (-2)? + (2) = V9 + 4 + 4 = 417 


RCSA PAEA EE 


BC = 44} + 1? + 1? = 416 + 1 + 1 = V18 = 342 


1.12 Vetor unitário de uma direção 


Dados pontos determinantes de uma direção, podemos estabelecer o uni- 
tário dela. A importância disso é que a partir deste unitário qualquer vetor 
desta direção poderá ser determinado, desde que se conheça seu módulo. 


Seja a direção mostrada na figura abaixo, determinada por pontos A e B: 


B (Xy Yy Z) 


B B 


A (Xa Yu Z) 


a- N 


Figura 1.23 Direção definida por dois pontos 


Desde que conhecemos as coordenadas dos pontos A e B, podemos de- 


em 
terminar o vetor AB. 
AB = (Xs — Xw Ye — Yy Ze Za) 


Seja X o vetor unitário desta direção: 


B(X, YZ) 


A (Xy Yo Z) 
X 
Figura 1.24 Direção e seu unitário 
> 
O vetor AB é um múltiplo do vetor unitário À, já que eles possuem a mes- 


ma direção e, como o vetor unitário tem módulo um, o vetor AB é exatamen- 


te o produto do seu módulo pelo vetor unitário. Assim: 
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=, AB (x, = Xu Y; = Yy Z, E z) 
À e 
AB Jx) y- yN + Z-z) 


PI EXEMPLO 


Sejam os pontos A (-2, 1, 5), B (1, 0, 2) e C (1, -2, 3), determinar os vetores unitários das dire- 
ções dos vetores AB, AC e BC. 


AB=(3,-1-3)=31 5 -3k 
AC = (3,-3,-2) = 3 -3j -2k 


> 


C=(0,-2,1)=-2) + K 


AB ou |AB| = 4/32 + (-1)2 + (-3)2= 419 
AC ou |AC| = 4/32 + (-3)2 + (-2)2= 422 
BC ou |BC]| = 40? + 2} + 1? = 4/5 


AB 
AC 


Portanto, 


Tuga Saci ARE > DeL 
19 19 19 19) 19 0 19 «19 
> 863)/3 3 24 34 3> 2 

22 (qm 2 E) Do o v'p 


> (0, -2, 1) 0 -2 =) 25 15 


5 E EE E 


ES EXERCÍCIO RESOLVIDO 


7) Dados os pontos A (2, -2, 0), B (-1, 1,0) e C (0, 0, 1), determinar os vetores unitários das 
direções dos vetores AB, ACe BC. 

Solução 

Primeiro precisamos determinar os vetores AB, ACe BC. 
AB=(-1-2,1-(-2,0-0)=(-3,3,0) 

AC=(0-2,0-(-2,1-0)=(-2,2,1) 

BĊ= (0- (1), 0- 1, 1- 0) = (1, -1, 1) 


Feito isto, determinaremos seus módulos. 


AB ou |AB| = (32 + 3? + 0? = V18 = 3/2. 


AC ou [AC] = C2)? + 22 + 1? = 49 =3 
BC ou IBC] = 412 + 1} +1? = 3 
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> > > 


Agora podemos determinar os vetores unitários das direções dos vetores AB, AC e BC. 


ue (-3,3,0) -| =3 3 [= 


ma E O) 
342 32 32 2 2 


> (-2, 2, 1) E 2 E] 2> 2> 1> 


-1> 1> 
I + J 
7 a? 


A n i + +>k 
iE sa nal q ag 


z -Lý -l T -1> 


A N 


1.13 Obtenção de um vetor dados o módulo 
e a direção 


Em determinadas situações, temos o módulo de um vetor e sua direção. 
Por exemplo, na engenharia, em um determinado sistema em equilíbrio, 
através de um dinamômetro, definimos o módulo de uma força, temos 
sua direção e precisamos determinar o vetor força que apresenta aquele 
módulo, seja para levantar outras forças atuantes em outras partes do sis- 
tema, seja para calcular o momento desta força em relação a um ponto ou 


eixo etc. 


Quando temos o módulo de um vetor U e a sua direção, podemos deter- 
minar um vetor daquela direção. Logo podemos definir o unitário daquela 
direção. Se temos o unitário e conhecemos o módulo do vetor Į, basta mul- 
tiplicarmos o módulo do vetor pelo unitário daquela direção. 


B (Xy Yy z) 


Figura 1.25 Direção de um vetor dado seu unitário 
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Seja a figura anterior, na qual conhecemos os pontos A e B por onde pas- 
sa uma determinada direção, seja um vetor U qual conhecemos apenas seu 
módulo e desejamos descobrir o vetor. Primeiramente, devemos definir um 


ar 
vetor desta direção, o vetor AB. Logo: 
AB = Cy Ya RA) 


Em seguida, devemos determinar o unitário desta direção, isto é, o vetor 
3 
À. Portanto: 


= AB _ (X, Xy Xe Ya EEE) 
AB x= x) + y,- y) + (z-z) 


X 


— 
O vetor U será obtido pelo produto do seu módulo u pelo unitário À . 


PI EXEMPLO 


Sejam os pontos A (-1, 1, 3), B (1, —1, 1) e C (1,0, 2). Sejam u = 20, v = 30 e w = 50, módulos 
dos vetores U,V e W, que se encontram nas direções dos vetores AB, AC e BC, respectivamente. 


Determinar os vetores U,V e W. 


— 


AB= 1- (1), -1 - 1, 1 - 3) = (2, -2, -2) 

Ac= (= (1),0=1,2=3=(0,=1,<1) 

BC=(1-1,0-(-1),2-1)=(0,1,1) 

AB ou [Ab] = [275 C2 + 27 = V12 = 243 

AC ou [E] = 427 + CI? + (-17= y6 

BC ou |BC| = 4P + E+ 12= 42 

Tao 2 2/2 )- ad doido iy 
mB dm NB "243 ) Nava valas 43 

E 2) z Ei =) Ža cla l 


E e do ol do CR o 


e (0, 1,1) O Í | | e lz 
y2 y2 2) 42" 42 
7 = ua =20( See e 20 a pao E 
3 3 3/3 3 BIB B 3 
7 evhe= sol 2 = ei e 
6 6 6) We vo 6 / No 6 16 


30) = carítuLo 1 


E aiy 60604 Fo 50s 
W =W.Àpc = sof -| 


“pl 


Ea) EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


1) Dados os vetores Ù = (1,-5,2) e V = (0, 3, 3), determinar o vetor W, tal que: 
)2U+3V)+2W =U-ZV+3W) 
b) 2W + 5(V - U) = 2U + W 


2) Dados os pontos M (1, 2, 3), N (0, 1, -2) e P (-1, -1, 0), determinar o ponto Q, tal que 
PÒ= 2MN. 


3) Verificar se os pontos M (1, 2, -2), N (0, 1, 2) e P (-1, 3, 1) são colineares. 


4) Determinar o valor de x de modo que sejam colineares os pontos M (-1, 2, 3), N (1,-1, 2) e 
P (x, 2, 1). 


5) Determinar x e y de modo que os vetores Ù = (2, 1, -2) e V = (8, x, y) sejam paralelos. 


6) Determinar os valores de x e y, tal que W = xu + yV, sendo Ñ = (1, 2, 5), V = (-1, 2, 2) e 
W = (-1, 2, 1). 


7) Dados os pontos M (-1, 2, 3), N (1, 3, 0) e P (2, -2, 4), determinar os unitários das direções 
dos vetores MN, MP e NP. 
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Produto de 
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Produto de vetores 


9.1 Produto escalar 


O produto escalar ou produto interno de dois vetores U ev é um escalar, e 
sua representação é feita por U.V, lê-se “Q escalar V”. 


Seu valor é definido por: 


= 
UE 


VW = uvcos Ø 


onde u e v são os módulos dos vetores Ue V , respectivamente, e Ø é o ângulo 


entre os vetores. 


2.2 Interpretação geométrica do produto 
escalar 


Sejam dois vetores U eX, sendo X unitário e Ø o ângulo entre eles. Seu pro- 
duto escalar, então, é definido por: 


UA =uAcos 
Como) é unitário, seu módulo vale 1, logo: 
T.X = ul.cos Ø = ucos Ø 


Sua representação na figura abaixo: 


u.cos Ø 


Figura 2.1 Interpretação geométrica do produto escalar 


94 = capítulo 2 


Pela figura, vê-se que o produto escalar, quando feito com um dos vetores 
sendo unitário, representa a projeção de um vetor na direção do unitário. 


2,3 Produto escalar dos unitários das direções 
dos eixos cartesianos 


. ma E o + . aê . 
Sejam os vetores unitários i , j ek, das direções cartesianas x, y e Z, respec- 
tivamente. Então, seus produtos escalares são: 


> 
l. 


i.T = 1.1.cos 0° = 1 =]. =R.K 


EX RESUMO 


O produto escalar de vetores unitários iguais vale 1 e o produto escalar de vetores unitá- 
rios diferentes vale zero. 


2.4 Produto escalar dadas as coordenadas dos 
vetores 


Sejam dois vetores U e Y de coordenadas: 


U=ui+uj+u k 
X y z 
e 
> > 
V=vi+v) +vk 
x y Z 
então 
UV =uvii+uvij+uvik+uvj.i+uv).) +uv j.k+ 
p> P. re di e dio 
+uv ki+uv ko); +uv k.k 
ZX z y 7z 


UV=uv +uv +u.V 
x x y y Z iz 
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ESP EXERCÍCIO RESOLVIDO 


1) Dados os vetores abaixo, determine os produtos escalares pedidos: 


U = (1, 2, -1), V = (1, 0, -3) e W = (0, -2, -3) 


Solução 

aU V =11+20+(-1)(-3)=1+0+3=4 
b)U.W= 1.0 + 2.(-2) + (-1).-3) = 0-4 + 3 = -1 
c)V.w = 1.0 + 0.2) + (-3).-3)=0+0+9=9 


2.5 Ângulo entre vetores 


Seja Ø o ângulo entre dois vetores U e V . Sua determinação é feita pelo pro- 
duto escalar entre eles. Assim: 


UV = uv cos 


UM 
dos Bl = = 
U.V 


Se o produto escalar for positivo, então 0º < Ø < 90º, ou seja, Ø é agudo 


ou nulo. 


Se o produto escalar for negativo, então 90º < Ø < 180º, ou seja, Ø é ob- 


tuso ou raso. 


Se o produto escalar for nulo, então Ø = 90º, ou seja, os vetores são orto- 


gonais entre si. 


2.6 Condição de ortogonalidade entre vetores 


Tendo em vista a definição de produto escalar entre dois vetores, pode-se 
afirmar que dois vetores são ortogonais entre si se, e somente se, seu produ- 


to escalar é nulo. 


Es) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


2) Dados os vetores abaixo: 


U = (-1, 1, -1), V = (1, 2, -3) e W =(0,2,-2) 


Determine os ângulos entre: 


2 
cl 
o 

<l 


S 
cl 
o 

zS 


O 
< 
o 

s| 


Solução 


dd retida ircht)==14)4854 
u.v 


u =V (-1} + 1? + 1} =V3 


v=V12+22+(-32=V14 


4 4 Ng? 


Cos ==" 


V3 v14 yp 21 


UW=(-1,0+12+(-1)(2)=0+2+2=4 


u= (-1} + 1? + (-1}= V3 


w=02+22+ (-2}}=V8=2V2 


4 2 
cos Ø=- > FF = E 
vV3.2V2 W% 3 


omel 


W VW=10+22+(-3(-2)=0+4+6=10 


w=02+22+(-22=V8=2)2 
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cos Ø = E Re É 
14 .2N2 28 14 
Ø = arc cos [57] 
14 


3) Se os vetores U e V formam entre si um ângulo de 45º e suas coordenadas são U = (2,-1, 
=> 
5)ev = (-1, 2, n), calcule n. 


Solução 
Como cos Ø = EE e Ø = 45º então cos Ø = 


uv 2 
2 


UV =2(-1)+(-1).2+5n=-2-2+5n=-4+5n 


u=22+ (12 + 52= V30 


vV=A (12 + 22 + n2= V 5+n? 


V2 —4+5n 


2 30 V5+n? 
aeoo 


1 16 - 40n + 25n? 
2 30 (5+n?) 


150 + 30n? = 32 — 80n + 50n? 


20nº - 80n — 118 = 0 


10 + 235 
5 


n= 


4) Se os vértices de um triângulo são os pontos A (1, —1, 1), B (0, 1, 2) e C (1, 1, 0), determine 
o ângulo B. 


Solução 
Para determinarmos o ângulo B vê-se pela figura que: 
B 


38 = carítuLo 2 


ABC=11+(-20+(-1)(-27)=1+0+2=3 


ed] 


BA = V1? + (22 + (-12=V6 


BC = V1? + 0? + (-22= V5 


cos Ê L V30 
Vo 5 30 10 
B=- V30 
= arc Cos 
10 


2.7 Cossenos diretores de um vetor 


Os cossenos diretores são os cossenos dos ângulos diretores. Ângulos di- 
A 2.0 + + + 
retores são os ângulos a, P e y, que um vetor faz com os unitários i, j e k, 


respectivamente. 
Figura 2.2 Ângulos diretores 
Então 
ut (uu u)(,0,0) u, 
o ~u 


u.1 u 
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cos B= u.) mo” U, u_).(0, 1, 0) _ u, 
u.j u.1 u 
cosv= uk _ (U; U, u,)-(0, 0, 1) _ u, 


u.k u.1 


— 
Seja um vetor U = (Us U, U). Seja à o unitário da sua direção. Então: 


=> 
À = 


5 
u (u,u,u) /U, U, U 
= y z =|, + — |= (cos a, cos B, cos 
[a u = COs a cos B, cos y) 


Como À é unitário, À = 1, então: 
V (cos o)?+(cos B)2+(cos y} = 1 
ou 
(cos a)? + (cos B)? + (cos y)? = 1 


Isto é, a soma dos quadrados dos cossenos diretores de um vetor é iguala 1. 


P20 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


5) Calcular os cossenos diretores e os ângulos diretores do vetor U = (1, —2, 2). 


Solução 


u =y 12+(-2)+22 = 3 


1 1 
cosa=> ~.a = arc cos — 
3 3 


N 


cosB=-— ..B=arc cos É 


vw [mo w | 


cosy=— .y=arc cos $ 


6) Dados os pontos A (1, 1, 4) e B (2,0, 3), calcular os cossenos diretores e os ângulos diretores 
do vetor AB. 


Solução 
AB=(2-1,0-1,3-4)=(1,-1,-1) 


AB = V1? + (=1} + 1} = V3 


A() = carítuLo 2 


P PE 
3 3 

TE a EE E 
3 3 3 

e e A 
3 3 3 


2.8 Projeção de um vetor na direção de outro 
vetor 


Sejam dois vetores U e VY . Para determinar o vetor projeção do vetor U na di- 
reção do vetor V, inicialmente deve-se calcular o módulo desse vetor, fazen- 
do o produto escalar do vetor U com o vetor direção do vetor V, isto é, com 
seu unitário. Portanto: 


|proj-U | = U. 


<| < 


Uma vez calculado o módulo da projeção, para se determinar o vetor pro- 
jeção, deve-se multiplicar este módulo pelo unitário dessa direção. Logo: 

proj-U = lproj-T1. 9 = Ga y 

v v/v 


ot = =p 
Prolçu Es 


P30 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


7) Determinar o vetor projeção do vetor U = (1, 2, 2) sobre o vetor V = (2,-1, 1). 


TV =1.2+2(-1) + 21=2 
VV = 2.2 + (-1).(-1)+ 1.1 =6 

UV, 2 2 11 
roj-U = vV =|— (2,-1,-1)=| = 4 
proj- EE a ) | s 5) 
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2.9 Produto vetorial 


: ER > > > > > > > 

Dados dois vetoresU = ui +uj +ukev =vi +vj +vk,o produto 
i > > . > A “TO a + . , 
vetorial de u e v , escrito poru x v , lê-se “u vetorial v , é um vetor, cujo mó- 


dulo é definido por: 


|U xv |= u.v.sen Ø 


Onde Ø é o ângulo entre os vetores. 


Como o produto vetorial é um vetor, necessita de um módulo, direção e 
sentido. Seu módulo é definido como acima; sua direção é sempre perpen- 
dicular aos dois vetores; seu sentido é definido pela regra da mão direita. 


A regra da mão direita para a determinação do sentido do produto vetorial 
é realizada espalmando-se a mão direita, com os dedos unidos na direção do 
primeiro vetor, em seguida fechando-se a mão na direção do segundo vetor, 
pelo menor dos ângulos formados entre eles. O polegar indicará o sentido 
do produto vetorial. Tendo em vista que os vetores estão no plano, existe 
uma simbologia que define o vetor perpendicular ao plano, assim definida: 


(+) vetor saindo do plano 


& vetor entrando no plano 


< 


— 


u 


Figura 2.3 Sentidos dos produtos vetoriais entre os vetores Ù e V 


2.10 Interpretação geométrica do produto 
vetorial de dois vetores 


Partindo da definição do módulo do produto vetorial de dois vetores U e V: 


ju xV| = uv.sen Ø 
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Vê-se, pela figura abaixo, que v.sen Ø é a altura do paralelogramo forma- 
do pelos dois vetores. 


<l 


— 


u 


Figura 2.4 Interpretação geométrica do produto vetorial 


O produto desta altura pelo módulo do vetor U resulta na área do parale- 
logramo formado pelos vetores U e V. Portanto: 


Área do paralelogramo = |U x V| 


9.11 Colinearidade de vetores 


Dois vetores são colineares se seu produto vetorial é nulo, isto é, eles não 


formam paralelogramo. Ou seja, a área do paralelogramo formado é nula. 


Como eles são colineares, o ângulo entre eles é nulo. Logo: 
A = |U x V| = u.v.sen Ø = u.v.sen 0° = O 


Se o vetor T é colinear ao vetor V , então: 


ou seja, 
(Us U, U)=tVa Yy V3) 
(u, U, u) = (tv, tv, tv) 


2.12 Produto vetorial dos unitários das 
direções dos eixos cartesianos 


. TE E > =p% > . Ar . . 
Sejam os vetores unitários | ,) ek das direções cartesianas x, y e z, respecti- 


vamente. Então, os módulos dos seus produtos vetoriais são: 
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[TxT|=11.sen0º=0=|]x7|=|KxkK| 


[Tx7|=11sen90º=0=|7xT|=|TxkK|=|KxT|=|)xkK|=|Kxj| 


ES” RESUMO 


O módulo do produto vetorial de vetores unitários iguais vale zero, e o módulo do produto vetorial 
de vetores unitários diferentes vale um, e, dessa forma, é um vetor unitário. Como a direção do 
produto vetorial é perpendicular aos dois vetores e, sendo ele é unitário, o produto vetorial de dois 
unitários é o terceiro unitário da direção dos eixos, restando apenas definir se positivo ou negativo. 
Sejam os unitários dos eixos cartesianos na figura abaixo: 


Figura 2.5 Unitários das direções dos eixos cartesianos 


Utilizando-se a regra da mão direita, vê-se que: 


Dj =k, j xi =K 
îxk=-j,kxī =J 
jxk=Tkxj = 


213 Produto vetorial dadas as coordenadas 
dos vetores 


Sejam dois vetores U e V de coordenadas: 


=> => — > 
u =ui +u) +uk 
x y- Zz 
e 
-> = r 
v=vi+v) +vk 
X y- z 
então 
uxv=uvixi+uvix) +uvi xk+u.vj xi +uvjxj+uvjxk+ 
XX xX y xX z y x y y y z 
-> P>? > P? > 
+ u,v k xi +uukx) +uvkxk 


IxT=)x]=KxK=0€ 
Reel Ts 
iris nie] 
dels bros 
Então: 


— + = r 
uxv =uvOx+ UV, k UV ])+ uvek) + u,v,0O 


+UMA + U.V) + u,v, i) + uV, 


c| 


> => — > 
xv = (uv, — u,v) i + (uv, =) J + (uV, — UV) k 


Tal modelo também é obtido na resolução de um determinante, em que 
na primeira linha ficam os unitários das direções dos eixos cartesianos; na 
segunda linha ficam as coordenadas do primeiro vetor, e na terceira linha, 


as coordenadas do segundo vetor. 


Assim, tem-se: 


ri 


> > 
uxv = 


u 
y 
V 


<< CA 


u 
X 

v 
x y Z 

Ao se resolver o determinante, será definido o resultado do produto veto- 


7 5.55 > 
rial dosvetoresuev,UXV. 


Uma forma de resolver é pelo método de Sarrus, para tal repetem-se as 
duas primeiras filas, somam-se os produtos dos números da diagonal prin- 
cipal e suas paralelas com os da diagonal secundária e suas paralelas, sendo 


estes últimos, diagonal secundária e suas paralelas, com o sinal trocado. 


i J k| i J 
> ZE 
uxv =|u U, U | u, Y 
VM MI VV 
x y Z X y 
= (U vK + uyv, +UN))+UNI + UN) + uy, 


Separando por unitários: 


= — -= — > 
uxv=(uv uv) + (uv uv) +U Vv =u Nv) k 
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E3) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


8) Dados os vetores V = (1,0,3)eu = (-1, 2, 1), calcular: 
a)2u x (U - V) 
b) (U -v)x (U +3V) 

Solução 


a)2u = (-2, 4, 2) 
u - V = (-2, 2, -2) 


FT J7 RIF T 
Z2ux(u-v)=|-22 4 2| -2 4 
sd D a| 


=- [4.(-2)K + 2.27 + (-2).-2)j ] + 4.2)? + 2(-2)j + (-2).2k 
=- [(-8)k +47 + 4j] + (BT + (-4)j + (4k 

2u x (U =V) = -127 - 8f + 4k 

bu -v = (-2, 2, -2) 


> => 


u +3v = (2,2,10) 


TJ KRKI? T 
(U -v)x(u+3V)=|-2 2 -2|-2 2 
2 2101292 


=- [2.2K + (-2).27 + (-2).10j ] + 2.107 + (-2).2] + (-2).2K 
=- [4k + (4i + (-20)]] + 207 + (4j + (-4)k 
(u-v)x(u+3v)=247 +16) -8k 


9) Determinar um vetor unitário que seja simultaneamente ortogonal aos vetores u= (1, 0,3) 
ev = (-1, 2, 1). 


Solução 
Um vetor que seja simultaneamente ortogonal a dois outros vetores é o produto vetorial entre 
eles. Como o problema pede um unitário, basta que se ache o unitário da direção do produto 
vetorial entre os vetores. 
ij ij 
uxv=|1 0 1 0 
-1 2 2 


=- [0.-1)k + 3.27 + 1.17] + 0.17 +3(-1)j + 1.2K 
= — [0K +67 + 1j] +07 +(-3)) + 2K 


Uxv =-6i +4j +2K 


ju x VI = V6? + (4 + 2 = V56=2V14 


Seja À este unitário. Então 


v- Uxv o (6,4,2) 3414 214 14] 
OA ei , , 
ju x V| 2414 14 14 14 


_3V147 - 2V14 > , VIAR 


14 14 14 


10) Dados os vetores U= (-1, 2,0) e V= (1, 1, -1), calcular a área do paralelogramo determi- 
nado pelos vetores Z2uev+u. 


Solução 


A área do paralelogramo é o módulo do produto vetorial dos vetores indicados. 


i j KIT j 
2u x(u xv)=| -2 4 0 l-2 4 
o 3 1103 


=-[40k + 0.37 + (-2).-1)j ] + 4-1 + 0.0; + (-2).3k 
=- [0K +07 + 25] + (47 + oj + (ok 


2u x(Uxv)=-47 -2) -6k 


Área = |U x (Ù x V)| = cap + (27 + (-62=56= 214 


914 Produto misto 


= > > > ; E 
Dados três vetores u, v e w, define-se o produto misto dos vetores, nesta 


% E >>> > > > 
ordem, indicado por (u, v, w), como sendo o escalar u.(V x w). 


Sejam as coordenadas dos vetores, definidas por: 
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— > T 
u=ul+u) +uk 

x y- z 
> > > => 
v=vi+v) +vk 

X y: Z 
> => > — 
W=WwIi+Ww|] +wk 

x y- Z 
Então 


— > — — - 
VXW=(MM VW) + (v.w VD) + (v.w -v.w)k 
y z Z y z X X Vá x y y X 


u.(v xw) = (ui + uj + u,k).(v „w, = VW) + (V W, VM) + (VW, VW dk 


X 
5, > 
U(VXW=UVW-UVW+HUVMNUNVW+HUNVW—UNVW 
X yoz XZ y y zo x y xX z ZOK y zZ y x 
Tal modelo também é obtido na resolução de um determinante, em que 
na primeira linha ficam as coordenadas do primeiro vetor; na segunda linha 


ficam as coordenadas do segundo vetor, e na terceira linha, as coordenadas 
do terceiro vetor. 


Assim, tem-se: 


u, U, u|u u, 

Ra — 
uUx(vVxw)=|v vyv Mo) Mo Y 
ww wiw w 
x y Z X y 


= — U,V,W, = UV Wy = UVW, + UVW, + UVW, + U,VeW, 


Vê-se que o resultado do determinante coincide com o resultado do pro- 
duto misto, tornando-se, então, um método prático de resolução do produ- 
to misto. 


E3P EXERCÍCIO RESOLVIDO 


11) Calcular o produto misto dos vetores U= (1, 0, -2), V= (2,-1,3) e w= (0, 1, -1). 


Solução 
uWxw=|2 1 3/21 
=-(-2).(-1).0- 1.3.1 - 0.2.(-1) + 1.(-1).(-1) + 0.3.0 + (-2).2.1 


=0-3-0+1+0-4 


UV xw)=-6 


2.15 Interpretação geométrica do produto 
misto 


A > —S — . a , . . 
Dados três vetores u,v e w, a interpretação geométrica do produto misto 
deles é igual, em módulo, ao volume do paralelepípedo cujas arestas são 


esses três vetores. 


Erl / 1 
7 1 Pa / 
E id i Pd 1 
-> > A / l Pa l 
VXW / ! / 1 
P 1 / 1 
[TTA f 
u 1 t 1 
/ 4 / 
1 4 1 
1 ! 1 
Eme > Ee 
/ 
Ø / Pá 
-> 1 2 4 
W 1 / 
/ rá 
$ a 
ly £ 
= y 
v 
Figura 2.6 Paralelepípedo formado por três vetores não coplanares 


Como a interpretação geométrica do módulo do produto vetorial é a área 
do paralelogramo formado pelos vetores, e como se vê pela figura anterior 
que o módulo da projeção do vetor U na direção perpendicular aos vetores 
==} = 2 ge A . 

v ew éaaltura do paralelepípedo, o produto do módulo do produto vetorial 
por essa projeção é o volume do paralelepípedo. Assim: 


V=[vxwlJul cos Ø| 


O cosseno do ângulo deve ser em módulo, pois ele poderá ser obtuso, e 


assim seu cosseno será negativo. Então: 
>. > > > > 
V = |u.(v xw)| = |(u, v, w)| 


Outra interpretação geométrica que pode ser dada ao produto misto tam- 
bém envolve cálculo de volume de figuras geométricas espaciais. Como os 
paralelepípedos podem ser divididos em dois prismas triangulares iguais e 
cada prisma em três pirâmides ou tetraedos com base e altura equivalentes à 
base e à base e a altura do prisma, o volume de cada uma destas pirâmides é 


$ do volume do paralelepípedo. 
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Assim: 


P20 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


12) Calcular o volume do tetraedro cujos vértices são: A (1, 1, 2), B (0, 1, 3), C (1, 0, 1) e 
D (-1,-2,0). 


Solução 


Primeiramente, deve-se determinar os vetores que comporão o tetraedro. 


AB= (-1, 0, 1) 
AC = (0, -1, -1) 


El 
II 
T 
N 
l 
w 
x 


Então 
-1 0 1 
(AB, AC, AÒ) =] 0 -1 -1 l|=-1 
-2 -3 -2 
Portanto: 


V= Li = 1 uv. 
6 6 


(u.v. — unidades de volume) 


h) = capítulo 2 


13) Dados os vetores u= (-1, 0, 2), V= (2, x, -1) e w= (0, —1, —1), calcular o valor de x para 
que o volume do paralelepípedo determinado por u,v ew seja 10 u.v. 


Solução 

Como o volume do paralelepípedo é: 
> > > 

V=I(u,v,w)] 


e no problema 
Ku, v,w)|=10 


Então: 
-1 O 2 

Ka, v,wj=| 2 x -1ļ=x-3 
0 -1 -1 

Logo: 

Ix-3|= 10 

Então: 


x-3=100ux-3 =-10 


Portanto: 


x = 13 oux = -7 


2.16 Coplanaridade 


Se três vetores são coplanares, eles não formam figura espacial, logo não 
formam paralelepípedo e, portanto, o volume desta figura é zero. Assim sen- 


do seu produto misto é nulo. 


Assim, a condição para que três vetores sejam coplanares é que seu pro- 
duto misto seja nulo. 


> > > `- => > Ss 
Se u, v e w são coplanares, (u, v, w) = O 


ú e 
u Ww 
~ 
u 
V 
(a) (b) 


Figura 2.8 Três vetores (a) coplanares; (b) não coplanares 
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OBSERVAÇÕES 


1) O produto misto também é nulo se um dos vetores for nulo, ou se dois dos vetores forem 
colineares, o que daria área da base nula. 
2) O produto misto independe da ordem circular dos vetores, isto é: 


Porém, ele muda de sinal quando há uma troca de posições de dois vetores consecutivos, isto é: 
> > > > > > 
(u, v, w) = (u, w, v) 


Tais situações devem-se às propriedades dos determinantes quanto à troca de posições das 
suas linhas. 


Ea) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


14) Verificar se os vetores U= (-1, 2, 5), v = (2,0, -1)e w= (1, 1, 1) são coplanares. 


Solução 
Três vetores são coplanares se seu produto misto é nulo. Assim, deve-se determinar o produto 
misto dos vetores e verificar se é nulo. Portanto: 


A = 
uviw=|2 0 1|=-3%0 
O 1 1 


Logo, os vetores não são coplanares. 


15) Determinar o valor de x, para que os vetores U= (-1,0, 2), v = (2, x, -1)e W= (0, —1, —1) 


sejam coplanares. 


Solução 


Para que três vetores sejam coplanares, seu produto misto deve ser nulo. Assim: 


-1 0 2 
(u,v,wW=|2 x -1|=x-3 
0 -1 -1 
Então: 
x-3=0 
X=3 


16) Verificar se os pontos A (0, 1, -2), B (2, 1, -1), C (1, 1,-1) e D (0, 1, 0) estão situados num 


mesmo plano. 


Solução 
Esses pontos estarão situados num mesmo plano se os vetores formados por eles forem copla- 
nares, ou seja: 


> > ss 


(AB, AC, AD) = O 
AB= (2,0, 1) 
AC= (1,0, 1) 
AD= (0, 0, -2) 
2 0 1 
(AB ACAD)=|1 0 1 l=0 
0 o0 -2 


Logo, os pontos dados são coplanares. 


P30 EXERCÍCIO DE FIXAÇÃO 


1) Dados os vetores u= (2,x,2 — XV =(x1l+x3)e w= (x, —1, 0), determinar x de modo 
que uw= (v -wu. 


2) Determinar x de modo que o vetoru = | 5 2 seja unitário. 
3 Determinar x de modo que o módulo do vetor u = (x — 27 (x + 1) -2k seja igual a 40. 


4) Seja o triângulo de vértices A (1, 2, 5), B (-1,0,3) e C (1, 1, 2), determinar o ângulo interno 
ao vértice A. 


5) Sabendo que o ângulo entre os vetores u= (1, 2, -2) ev= (-1,x— 1, 3) é 60º, determinar x. 
6) Determinar x de modo que os vetores u= (x, 5, 3) ev= (-1, x + 2, 5) sejam ortogonais. 
7) Determinar um vetor unitário ortogonal ao vetor U =(1,-1,3). 


8) Dados os vetores U= (1,2, -y =(0,2,1)e W= (2, -2, 3), calcular: 


c) (U -v)xw 
d) (w xv). (wxu) 
9) Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores U = (1; 2,3) ev= (0, 1, 2). 
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10) Calcular a área do paralelogramo definido pelos vetores u= (1,2,5) ev = (2,-1,3). 
11) Verificar se os vetores U= (1-2; 3), v =(2,5,3) ew= (-1, 2, -1) são coplanares. 


12) Determinar o volume do paralelepípedo formado pelos vetores U= (2,1, -2), v = (1, -2, 3) 
ew = (-1, 5, 3). 


IMAGENS DO CAPÍTULO 


Desenhos, gráficos e tabelas cedidos pelo autor do capítulo. 
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Retas 


JÚLIO CÉSAR JOSÉ RODRIGUES JUNIOR 


3.1 Equação vetorial da reta no R? 


Considere o plano cartesiano xy e dois pontos diferentes P(x,,y,) e Qy Yo) 
deste plano. Existe uma única reta r que passa por estes dois pontos, ou seja, 
existe um único vetor PQ. Pode-se dizer, portanto, que existe uma única reta 
com a direção de PQ e que passa pelo ponto P. Geometricamente tem-se a 


situação descrita na figura 3.1. 


Q Gy Yo) 


P (Xp Yp) 


X 
Figura 3.1 Reta definida por dois pontos distintos no R? 


Suponha um ponto A (x, y) € PQ, tal que PA = t. PÔ, sendo t um número 
real. Observe a figura 3.2. 


Q Ky Yo) 


A (x, v) 


P (Xp Yp) 


> 


X 


Figura 3.2 Vetores proporcionais no R? 


hp = caríruLo 3 


EV m . . 
Como os vetores PA e PQ são proporcionais, pode-se escrever que: 


PA = tPQ 
A-P=t(Q-P) 


X y) — Ko Yp) = LX, Xo) (Yo — Yo) 
(x,y) = (Xp Yp) + tl(x,— Xo) ue Yo! ou (x,y) = (Xp Yp) + tPÒ(t Ee R) 


A última expressão é a equação vetorial no R? da reta que passa pelo pon- 
to P e tem a direção do vetor PÒ =V. 


Ea) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1) Determinar a equação vetorial da reta no R? que passe pelo ponto P (1, 3) e tenha a direção 
do vetor V = (2, 4). 


Solução 
A equação geral da reta é dada por: 


(x y) = (Xp Yp) + tPQ 
Substituindo P e PQ = V, tem-se: 
(x, y) = (1, 3) + t.(2, 4) 


Note que para cada valor de t arbitrado tem-se um ponto desta reta. Assim: 
olere = O (64,7) = (QL, 5) = AE A = (66 9) = (0178) 
"Parat = 1, (x, y) = (1, 3) + 12,4 = B= ly = (3,7) 
"Parat=-1, (xy=(1,3)-1.(2,4)>C=(xy)=(-1,-1) 
=" Para t = 0,5, (x, y) = (1, 3) + 0,5.(2, 4) > D = (x, y) = (2, 5) 

A figura 3.3 ilustra a substituição dos valores de t na equação geral da reta. 


y A 


Figura 3.3 Reta no R? 
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2) Determine a equação vetorial da reta no R? que passe pelos seguintes pontos distintos: 
P (2, 3) e Q = (3, 4. 


Solução 


A equação geral da reta é dada por: 
(x,y) = (Xp Yp) + tPQ 


Inicialmente, deve-se determinar o vetor PÒ. Como, PÒ= Q-— P, tem-se: 


PÒ= (3, 4) - (2, 3) 
PQ= (L 1) 


Substituindo P e PÒ na equação geral, tem-se: 


(x,y) = (Xp Yp) + tPQ 
(x,y) = (2,3) + t(1, 1) 


Note que, para cada valor de t arbitrado tem-se um ponto desta reta. Assim: 
"Parat=0O(xy)=(2,3)+0(,1)>A=(xy)=(2,3) 
" Parat = 1, (x, y) = (2, 3) + 1.(1, 1) > B = (x, y) = (3, 4) 
"Paat =-LKkyY= CB van C= yr) 


"Parat=0,5, (x, y) = (2,3) + 0,5.(1, 1) > D = (x, y) = (2,5; 3,5) 


A figura 3.4 ilustra a substituição dos valores de t na equação geral da reta. 


B (3,4) 


D (2,5;3,5) 


Figura 3.4 Reta no R? 
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3.2 Equação vetorial da reta no Rº 


Da mesma maneira que foi analisada a reta r no R?, pode-se fazer um estudo 
3 : ; i 

para o R”. Considere o plano xyz e dois pontos diferentes P(x, Yp, Zp) e OX; 

Yo Zo) deste plano. Existe uma única reta r que passa por estes dois pontos, 

ou seja, existe um único vetor PQ. Assim, há uma única reta com a direção 


de PQ e que passa pelo ponto P. A descrição geométrica encontra-se na fi- 


gura 3.5. 


Q My Ya Zo) 


P (Xp Yp Zp) 


x 


Figura 3.5 Reta definida por dois pontos distintos no R° 


Na ilustração acima será tomado um ponto genérico A (x, y, Z) perten- 
cente à reta, tal que PÀ = tg, sendo t um número real, conforme ilustra a 


figura 3.6. 


Q (Xy Yo Za) 
A (X y, Z) 


P (Xp Yor Zo) 


Figura 3.6 Vetores proporcionais no Rê 
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Com base na ideia utilizada para demonstrar a equação vetorial da reta no 
R?, pode-se partir do fato de os vetores PÀ e PÔ serem proporcionais, ou seja: 


PÁ = tPQ 


A-P=t(Q-P) 

(X y, Z) — (Xp Yp Zp) = LI Xo) YPT Yo): (Zp Zo) 
(x, y, Z) = (Xp Yp Zp) + t[X,- Xo), (y= Yo) E Zo) 
(X, Y, Z) = (Xp Ypr Zp) + tPQ (te R) 


Aúltima expressão é a equação vetorial no Rº da reta que passa pelo pon- 
to Pe tem a direção do vetor PQ=v. 


E3) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


3) Determinar a equação vetorial da reta no R? que passe pelo ponto P (1, 2, 3) e tenha a direção 
do vetor V = (1, 2, 4). 


Solução 
A equação geral da reta é dada por: 


(x,y Z) = (Xp Yo Zp) + tPQ 
Substituindo P e PQ = V tem-se: 


(x,y Z) = (1, 2, 3) + t.(1, 2, 4) 


Substituindo-se valores reais para t, encontram-se os infinitos pontos da reta que passa pelo 
ponto P (1, 2, 3) e tem a direção do vetor V = (1, 2, 4). 


4) Determine a equação vetorial da reta no R? que passe pelos seguintes pontos distintos: 
P(2,3,5)eQ=(1,3,4). 


Solução 
A equação geral da reta é dada por: 


(X, y, Z) = (Xp Yp Zp) + PQ 
Inicialmente, deve-se determinar o vetor PÒ. Como PÒ = Q-P tem-se: 


PÒ= (1, 3, 4) - (-2, 3, 5) 
PÒ= (3, 0, -1) 


Substituindo um dos dois pontos, por exemplo, P e o vetor PQ = V, tem-se: 
(x, y, Z) = (-2, 3; 5) + t.(3, 0, -1) 


Mais uma vez, é possível perceber que, ao se substituir valores reais para t na equação, são 
encontrados os infinitos pontos da reta que passam pelo ponto P (-2, 3, 5) e têm a direção do 
vetorv = (3, 0, 1). 


OBSERVAÇÃO 


É importante ressaltar que a equação vetorial da reta, tanto no R? como no R?, não é única. É fácil 
verificar que se pode tomar qualquer ponto pertencente à reta e um vetor múltiplo de PQ. No últi- 
mo exemplo, pode-se tomar como ponto o Q. Assim, a equação da reta será dada por: 


(x, y, Z) = (1, 3; 4) + t.(3, 0, -1) 
Observe que, para a equação da reta dada por (x, y, z) = (-2, 3, 5) + t.(3, 0, 1), ao se substituir 
t = 1, o ponto determinado é (1, 3, 4). Já para a equação da mesma reta (x, y, z) = (1,3, 4) + 


+ t(3,0,-1), para t = 0,0 ponto determinado é o mesmo, ou seja, (1, 3, 4). Fica patente, portanto, 


que as duas equações representam a mesma reta no R$. 


E ATENÇÃO 


É fácil perceber que o estudo da reta pode ser realizado tomando-se o Rº, e, quando z = 0, tem- 


-se o caso particular da reta no R?. Assim, teremos: 
(x y) = (1,3) + t(3,-1) 


Esta reta do R? passa pelo ponto (1, 3) e tem direção do vetor v = (3,-1) 


3.3 Equações paramétricas da reta no Rº 


Suponha uma variável real t, denominada parâmetro, e a equação vetorial 
da reta. É possível escrever as variáveis x, y e z em função deste parâmetro t, 
isto é, x(t), y(t) e z(t). Este conjunto de equações recebe o nome de equações 
paramétricas da reta. 
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Considere a reta que passe pelo ponto P (x, Y» Zp) e seja paralela (mesma 
direção) ao vetorV = (a, b, c). De acordo com o item 3.2, esta reta é dada por: 


(x, y, Z) = (Xpr Yp Zp) + tv 

(x, y, Z) = (Xp Yp Zp) + t.(a, b, c) 

(X, y, Z) — (Xp Yp Zp) = t.(a, b, ©) 
(X= Xp Y — Yp Z- Zp) = (t.a, t.b, t.c) 


Da igualdade desses dois vetores, é possível escrever que: 


x-x,=ta 
y-y,=tb 
z-z, =tc 
x=x +ta 
y=y,+tb tER 
z=Z, +tt.c 


As equações acima são denominadas paramétricas da reta no Rº. 


E3) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


5) Determinar as equações paramétricas da reta r que passam pelo ponto P (1, 2, 3) e que te- 
nham a direção do vetor V = (1, 2, 4). 


Solução 


As equações paramétricas da reta r são dadas por: 


x=x +ta 
y=yttb t>%R 
z=Z,+tc 


Substituindo P (x, Yp» Zp) € V= (a, b, c) pelos valores apresentados, isto é, P (1, 2, 3) e 
V = (1, 2, 4), tem-se que a equação paramétrica da reta r é: 


x=1+tl1 
y=2+t2 t>R 
z=3+t4 


6) Considere as equações paramétricas da reta no R? que passe pelo ponto P (1, 2, 3) e tenha 
a direção do vetor V = (1, 2, 4). Avaliar se os pontos A (0, 0, -1) e B (1, 4, 7) pertencem a 
esta reta. 


Solução 


As equações paramétricas desta reta foram determinadas no exemplo 5 e são dadas por: 


x=1+tl 
y=2+t2 te R 
z=3+t4 


Análise do ponto A (0, 0, —1); substituindo na equação paramétrica, temos que: 


0=1+t.1>-1=t.1 >t=-1 
0=2+t2 =>-2=t2->t=-1 
-1 = 3 + t4 > -1 -3 = t4 >t = -1 


Assim, como existe um único valor de t que torna as equações acima verdadeiras, o ponto A 
pertence à reta r. 


Análise do ponto B (1, 4, 7); substituindo na equação paramétrica temos que: 


1=1+t.1—=>0=t1->t=0 
4=2+t252=t25t=1 
7=3+t457-3=t45t=1 


Assim, como não existe um único valor de t que torna as equações acima verdadeiras, o ponto 


B não pertence à reta r. 


7) Considere as equações paramétricas da reta no R? que passe pelo ponto P (1, 2, 3) e tenha 
a direção do vetor v = (1, 2, 4). Responda os itens a seguir. 


a) Determine o ponto desta reta r, tal que t = 1. 
b) Determine o ponto desta reta r, tal que a ordenada é 6. 


c) Determine, caso exista, um ponto desta reta cuja cota é o triplo da abscissa e a ordenada é 
o dobro da abscissa. 


d) Determine as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto P e seja paralela ao eixo x. 
e) Determine as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto P e seja paralela ao eixo y. 


f) Determine as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto P e seja paralela ao eixo z. 
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Solução 


a) Do exemplo anterior, as equações paramétricas da reta r são dadas por: 


x=1+t1 
y=2+t2 teR 
z=3+t4 


b) Ordenada igual a 6, significa substituir y por 6 e determinar o valor de t associado. 
y=2+21>56=2+2t56-2=2t5t=2 

Agora determinaremos a abscissa (x) e a cota (z), substituindo este valor de t. 
x=1+21=3 e z=3+24=11 

Assim, o ponto é (3, 6, 11). 


c) Suponha o ponto W (m, 2m, 3m), cujas relações entre abscissa, ordenada e cota são as da- 
das no exemplo. Substituindo nas equações paramétricas da reta r, temos: 


x=1+tl>m=1+t 
y=2+t25>2m=2+2t 
z=3+t4=>3m=3+4 

Substituindo m = 1 + t na segunda equação, temos que: 


2.(1 + t) =2 + 2t > 2 + 2t = 2 + 2t > 0 = 0. Assim, nesta equação, para qualquer t real é 


verdade que a ordenada é o dobro da abscissa. 
Substituindo m = 1 + t na terceira equação, temos que: 


3.(1 + t) = 3 + 4t > 3 + 3t = 3 + 4t > 0 = t. Assim, para esta equação, apenas se t = O será 
verdade que a cota é o triplo da abscissa. 


Dessa forma, apenas t = O satisfaz as duas condições simultaneamente. Portanto: 
x=1+tl>x=1+01=1 
y=2+t25y=2+20=2 
z=3+t4572=3+40=3 


Ponto (1, 2,3) 


d) Para que a reta seja paralela ao eixo x, deve ser paralela ao vetor (1, O, 0). Assim, 
x=x +ta x=1+tl x=1+tl 


y=y +tb > y=2+t0 > y=2 
z=z,+tc x=3+t0 223 


e) Para que a reta seja paralela ao eixo y, deve ser paralela ao vetor (0, 1, 0). Assim, 


x=x +ta x=1+t0 x=1 
y=y +tb > y=2+tl > y=2+t 
z=z,+tc x=3+t0 Zz=3 


f) Para que a reta seja paralela ao eixo z, deve ser paralela ao vetor (0, O, 1). Assim, 


x=x +ta x=1+t0 x=1í1 
y=y,+tb = y=2+t0 > y=2 
z=z,+tc x=3+tl z=3+t 


8) Considere os pontos A (3, 2, 3) e B (1, 1, 5). Determinar as equações paramétricas da reta no 
Rº que passe pelos pontos A e B. 


Solução 


A equação geral da reta r é dada por: 


x=x tta 
y=y+tb teR 
z=z +tc 


= 
Inicialmente, devemos encontrar o vetor v = AB, ou seja, AB = B- A 


— 


AB = B -A = (1, 1, 5) - (3, 2, 3) = (-2, -1, 2) 


Substituindo P (x,, Yp Zp) por A (3, 2, 3) 
Logo (a, b, c) = (-2,-1, 2) e (Xp Yp Zp) = (3, 2, 3) 


Assim, tem-se que a equação paramétrica da reta r é: 


x=x +ta x=3+t2 
y=y+tb > y=2+tl 
z=Z,+tc z=3+t2 


3.4 Equações simétricas da reta no R’ 


Suponha uma variável realt, denominada parâmetro, e as equações paramé- 
tricas da reta no Rº. É possível escrever a variável t em função das variáveis x, 


y ez. Observe as equações a seguir. 


CAPÍTULO 3 Bh 


Bh = carítuLo 3 


y=y, +tb 
Z=Z. + te 
p 
x-x =ta>t=X_ *% 
P a 


y-y,=tb>t=Y- Ye 


z-z =tc>t 


Supondo que a, b e c são reais não nulos, podemos escrever que: 


As equações acima são ditas equações simétricas da reta r que passa pelo 
ponto P (x, Yp Zp) com direção do vetor V= (a, b, ©). 


Es) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


9) Determinar a equação simétrica da reta no R? que passe pelo ponto P (2, -3, 1) e tenha a 
direção do vetor V= (3,1,5). 


Solução 


As equações simétricas da reta r são dadas por: 


P (xy Yp Z) = (2, -3, 1) e V = (a, b, ©) = (3, 1, 5). Substituindo. 


x-2 y—(-3) z-1 
3 5 1 7 5 


x-2 _y+3 _z-1 
3 1 5 


10) Considere a reta no Rº que passe pelo ponto P (2, -3, 1) e tenha a direção do vetor 
V= (3, 1, 5). Determine o ponto desta reta que tem abscissa 5. 


Solução 
Do exemplo anterior, as equações simétricas da reta r são dadas por: 


x-2 y+3 z-1 


3 I 5 


Substituindo x = 5 no conjunto de equações acima, temos: 


3 1 5 
B y+3 z-1 
3 1 5 
is JH = 2) 

1 5 
Assim 
pa dos 

1 
l1=y+3 
y=2 
E também 
1j= 2-1 

5 
5=z-1 
z=6 


Logo, o ponto é (5, 2, 6). 


11) Considere a reta r no R? cujas equações simétricas são dadas por: 


x-4 _ y+5 _z+1 


3 1 4 


Responda os itens a seguir: 

a) Determine o vetor direção desta reta r. 

b) Encontre um ponto que pertença a esta reta. 

c) Verifique se os pontos A (1, 4, -5) e B (10, 7, 9) pertencem à reta r. 


Solução 
a) As equações simétricas da reta r são dadas por: 


X=x + z-z 
> yTy p 
a b č 
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Onde (a, b, c) é o vetor direção da reta. 


Assim, para o exemplo: 


x-4 y+5 z-1 


3 1 4 


O vetor direção é (3, 1, 4) 


x-4 y-5 z+1 
3 1 4 


b) Basta igualar estas equações a um valor real, por exemplo, 1. 


x=4 _ y=-5 _ Ztl quê 
3 1 4 


Assim, 


e, finalmente, 


z+1 


=1 


Ponto (7, 6, 3) 


Hed VS zZ+l 


as 1 4 


Ponto A (1, 4, —5) 


Basta substituir nas equações simétricas da reta e verificar se as igualdades são ou não satis- 
feitas. 
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1-4 4-5 -5+1 


3 1 4 
E sd 

3 1 4 
-1 = -1 = -1 


Ponto A pertence à reta r. 


Ponto B (10, 7, 9) 


Basta substituir nas equações simétricas da reta e verificar se as igualdades são ou não satis- 
feitas. 


2=2%2,5 


Ponto B não pertence à reta r. 


3.5 Equações reduzidas da reta no RÌ 


No item 3.4 foram apresentadas as equações da reta no Rº que passa pelo 
ponto P (x, Y» Zp) com direção do vetor VY = (a, b, c), cuja representação ge- 
nérica é dada por: 


XX Y7Yp 27% 
a b C 


A partir das igualdades anteriores, é possível escrever y e z como funções 
de x, ou seja, y(x) e z(x). Estas funções são denominadas retas reduzidas da 
reta no R?. Tomando-se como exemplo a reta cujas equações simétricas são: 
x-4 y-5 z-1 

1 2 4 


Inicialmente, utiliza-se a primeira das igualdades e escreve-se y como 


função de x, ou seja, 


x=4_ y=5 
1 2 

2x-8=y-5 

y=2x-3 
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Para se determinar z como função de x, utiliza-se a seguinte igualdade: 


x-4 .z-1 
1 4 
4x-16=z+1 
z=4x-17 
O conjunto de equações E si =. é denominado retas reduzidas da 
reta r no Rº. 


E3 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


12) Considere y = 4x — 11 e z = 3x + 1 as equações reduzidas da reta r no Rê. Responda os 
itens a seguir. 


a) Encontre o vetor direção desta reta. 


b) Verifique se os pontos M (2, -3, 7) e N (3, 2, 10) pertencem à reta r. 


Solução 
a) Para determinar o vetor direção da reta r, basta encontrar dois pontos A e B pertencentes à 
reta e determinar o vetor AB. 


Tomando-se, por exemplo, x = 0, tem-se que y = 4(0) -11= -11 e z = 3.(0) + 1 = 1. Assim, o 
ponto A é (0, -11, 1) 
Tomando-se, por exemplo, x = 1, tem-se que y = 4.(1) -11= -7 e z = 3.(1) + 1 = 4. Assim, o 


ponto B é (1, —7, 4) 

Assim, AB=B-A= (1, -7, 4) - (0,-11, 1) = (1, 4, 3) 

b) Para verificar se um ponto pertence a uma reta escrita na forma reduzida, basta substituir o 
valor da abscissa (x) e conferir se ocorrem as coincidências dos valores da ordenada (y) e da 
cota (z). 

Ponto M (2, -3, 7). Nesse caso, x = 2. Assim, y = 4.(2) - 11 = -3 e z = 3.(2) + 1 = 7. 

Logo, o ponto M pertence à reta r. 


Ponto N (3, 2, 10). Nesse caso, x = 3. Assim, y = 4.(3) - 11 = 1 ez = 3.(10) + 1 = 31. 


Logo, o ponto N não pertence à reta r. 


E ATENÇÃO 


Quando uma reta é paralela a um dos planos xOy, xOz ou yOz, uma de suas coordenadas — 
abscissa, ordenada ou cota — será constante. Assim, quando a equação da reta estiver escrita na 
forma paramétrica (item 3.3), esta coordenada não dependerá do parâmetro t. 


A seguinte reta é paralela ao plano xOy. 


x=-1+2t 
y=2+3t 
z=4 


Note que a reta anterior passa pelo ponto A (-1, 2, 4) e tem direção do 
vetorV = (2, 3, 0). A figura 3.7 ilustra o descrito. 


ey 


Figura 3.7 Reta paralela ao plano xOy. 


Outra maneira de verificar quando uma reta é paralela a um dos planos 
xOy, xOz ou yOz é a observação de que uma das coordenadas do vetor dire- 
ção é nula. Assim: 

= Reta com direção (a, b, 0) é paralela a xOy. 


=" Reta com direção (a, 0, c) é paralela a xOz. 


Reta com direção (0, b, c) é paralela a yOz. 
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Ea) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


13) A reta r tem a direção do vetor V = (2,3)m-1)e passa por um ponto P (0, 3, —4). Determine 
o valor do escalar m a fim de que a reta r seja paralela ao plano xOy. 


Solução 

Para que a reta r seja paralela ao plano xOy, é necessário que a cota (z) do vetor v direção de 
r seja nula, ou seja: 

m-1=0>m=1 


14) A reta r é definida pelos pontos A (1, 2—n, 3) e B (3, n, 5). Determine o valor do escalar n 
a fim de que a reta r seja paralela ao eixo xOz. 


Solução 


Inicialmente, deve-se determinar o vetor direção da reta r, ou seja: 
v=AB=B-A=(3n,5)-(1,2-n,3) 
v=(22n-2,2) 


" q Za ==» p ~ 
Para que a reta r seja paralela ao plano xOz, é necessário que a ordenada (y) do vetor v direção 


de r seja nula, ou seja: 


2n-2=0>2n=2>n=1 


OBSERVAÇÃO 


Uma reta pode ser paralela simultaneamente a dois dos planos xOy, xOz ou yOz, ou seja, paralela 
a um dos eixos Ox, Oy ou Oz. Nesse caso, duas de suas coordenadas — abscissa, ordenada ou 


cota — serão constantes. 


Quando a reta é simultaneamente paralela aos planos xOy e xOz, ela é 
paralela ao eixo Ox. Na situação em que é simultaneamente paralela aos 
planos yOz e xOz, ela é paralela ao eixo Oz. E, finalmente, quando a reta é 
simultaneamente paralela aos planos xOy e yOz, ela é paralela ao eixo Oy. 


Assim, quando a equação da reta estiver escrita na forma paramétrica, es- 
tas coordenadas não dependerão do parâmetro t. A seguinte reta é paralela 
aos planos xOz e yOz, ou seja, ao eixo Oz. 


x=2 
y=3 
z=4+3t 


Note que a reta anterior passa pelo ponto A (2, 3, 4) e tem direção do vetor 
v=(0,0,3).A figura 3.8 ilustra o descrito. 


z 
A r 


>y 


Figura 3.8 Reta paralela ao eixo Oz 


Outra maneira de verificar quando uma reta é paralela a um dos eixos Ox, 
Oy ou Oz é a observação de que duas das coordenadas do vetor direção são 
nulas. Assim: 


* Reta com direção (a, 0, 0) é paralela a Ox; 
* Reta com direção (0, b, 0) é paralela a Oy; 


e Reta com direção (0, 0, c) é paralela a Oz. 


P20 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


15) A reta r tem a direção do vetor V= (2, 3 - n, m — 1) e passa por um ponto P (1, 3, — 4). 


Determine o valor dos escalares m e n a fim de que a reta r seja paralela ao eixo Ox. 


Solução 


Para que a reta r seja paralela ao eixo Ox, é necessário que a ordenada (y) e a cota (z) do vetor 
=$ i . 
v direção de r sejam nulas, ou seja: 


m-1=0>m=1 
3-n=0>n=3 
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3.6 Reta ortogonal no R° 


Suponha uma reta r no R? e duas outras, r, er,, não paralelas com vetores di- 
reção V, eV, respectivamente. Se a reta r é ortogonal às duas outras citadas 
r; er, seu vetor direção V é paralelo ao produto vetorial entre os vetores V e 
V. Dessa forma, basta conhecer um ponto pertencente à reta r para que se 
possa escrever sua equação. 


Para exemplificar o descrito no parágrafo anterior, suponha que a reta r 
passe pelo ponto (1, 3, 1) e seja simultaneamente ortogonal às retas r e r,. 


x=1+2t x=2 
ri y=2+3t e riy=3+14 
z=3-4t z=4-1t 


Asretasr, er, têm os seguintes vetores direção, respectivamente: (2, 3, —4) 
e (0, 1, —1). Deve-se determinar o produto vetorial entre estes dois vetores 


direção, ou seja: 


j k 
3 -4|=i +2) +2k = (1,2, 2) 
1 


Portanto, a reta r tem direção do vetor (1, 2, 2) e, como passa pelo ponto 
(1, 3, 1), sua equação será: 


x=- y=3 2-1 


1 2 2 


3.7 Ângulo entre retas no R8 


Suponha duas retas r, e r, com vetores direção V} e V, respectivamente. De- 
fine-se o ângulo O entre as retas r, e r, como o menor ângulo entre os vetores 


direção V, e V, dessas retas. Observe a figura 3.9: 


| o 
Figura 3.9 Ângulo entre retas 


A partir da definição do produto escalar entre dois vetores V, e V,, pode-se 


escrever que: 
I.V; = [Vil cos © 
[7 
T2 
cos 0 = -0 < 0< T/2 
VARIA 


P20 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


16) Suponha duas retas r, e r, com as equações paramétricas a seguir. 


x=1+t x=2+2t 
niy=2+2t e r4 y=3+ 1t 
z=3+t z=4-1t 


Determine o ângulo entre estas retas. 


Solução 
Inicialmente, devem-se determinar os vetores direção V, e V, das retas. 


Assim, V, = (1, 2, 1) e V, = (2, 1, -1) 


— 


V, = XX, + Yyy, + ZZ, = (1.2 + 2.1 + 1.(-1)) = 3 


<l 


IVL = V+ y+ z= Va 2+ a= y6 


IV = V y+ (2) = y2 (+ 1 E= y6 
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Para 0 < 0 < 7/2, 0=7/3 


ED ATENÇÃO 


A partir da expressão vista no item anterior, pode-se determinar a condição para que duas retas 
r, er, sejam ortogonais. 


> > 
ANA 


VARA 


Para O = T cos O = 0. Portanto 
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17) Suponha duas retas r, e r, com as equações paramétricas a seguir. 


x=1+t x=2+2t 
Rive Zem er;ļy=3+1t 
z=3+t z=4-1t 


Determine o valor do parâmetro m para que estas retas r, e r, sejam ortogonais. 
Solução 
Assim, V, = (1, m, 1)eV,=(2,1,-1) 


V. V,=0 

XX, + Yy, + Z.Z, =0 
1.2 + m.1 + 1.(-1)= 0 
m=1-2 


m=-1 
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E ATENÇÃO 


Considere duas retas r, e r, cujos vetores direção sejam V, e V}. A condição para que estas retas 


sejam paralelas é que seus vetores sejam proporcionais, ou seja: 
vi = ky, 

(Xi Yy Z) = K (Xy Yy Z) 

(Xy Yy Z) = (kx, ky, kz) 


Da igualdade, tem-se que: 


E3) EXERCÍCIO RESOLVIDO 


18) Suponha duas retas r, e r, com as equações paramétricas a seguir. 


x=1+(n-Dt x=2+2t 
niy=2+mt er;įļy=3+1t 
z=3+t z=4-3t 


Determine o valor dos parâmetros m e n para que estas retas sejam paralelas. 


Solução 


Assim, V, = (n - 1, m, 1) e V, = (2, 1, 3) 


n-1 m 1 

2 1 3 

MELo a e s pos a qe. 
2 3 3 
m 1 

— g > 3 = > E = 

1 E nos 
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Ea) EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


1) Verificar se os pontos A(1, -1, 3), B(O, 2, 3) e C(3, 7, 5) pertencem à reta definida por 


2) Considere a reta r escrita em sua forma paramétrica 


x=-1+2t 
niy= 2+3t 
Z= 4+3t 


Determine o ponto desta reta cuja ordenada tem valor 5. 


3) Considere o ponto Ala, b, 2) pertencente à reta r definida por: 


x=8+3t 
n4y=2-2t 
z=4+t 


Determine os valores de a e b. 

4) Considere dois pontos distintos A(1, 2, 3) e B(-1, 3, 5) do Rê e reta r definida por eles. 
a) Determine a equação simétrica da reta r. 

b) Determine a equação paramétrica de r. 

c) Determine a e b sabendo que P (-3, a, b) pertence à reta r. 


5) Considere três pontos distintos A(-1, 2, 3), B(5, -1, 2) e C(4, 1, 5). Mostrar que são colineares. 


6) Considere três pontos distintos A(1, 2, 3), B( 3, -1, 1) e C(4, 1, 5). Mostrar que não são coli- 


neares. 


7) Determine a equação paramétrica da reta que passa pelo ponto P (1, 3, —2) e é paralela ao 


eixo das abscissas Ox. 


8) Suponha duas retas r, e r, com as equações paramétricas a seguir. 


x=2+1t x= 2+5t 
RA y=3-m.t e A y==5+ 2% 
z=3-4t z= 4-1t 


Determine o valor do parâmetro m para que r, e r, sejam ortogonais. 


9) Suponha duas retas s, e s, com as equações paramétricas a seguir: 


x=1+t x=2+2t 
st y=2-mt e sit y=3+1t 
z = 3 — (2n -1).t z=4+3t 


Determine o valor dos parâmetros m e n para ques, es, retas sejam paralelas. 


10) A reta r definida por: 


y=mx+3 
r: 
x=x-1 


É ortogonal à reta determinada pelos pontos A(1,0 m) e B(-2, 2m, 2m). Determine o valor de m. 


11) Duas retas r e s são definidas por: 


x=1+t x=2-2t 
nr4y=2+t e s: 4 y=3+t 
z=3-2t z=4+t 


Determine o ângulo entre r e s. 


12) Duas retas r e s são definidas por: 


x=2+3t x=8+2t 
riy=2+mt e s: 4 y=2+3t 
Zz=3-2t z=5+t 


Determine o valor de m para que o ângulo entre as retas r e s seja de 60º. 


13) Escreva a equação simétrica da reta r que passa pela origem (0, 0, 0) e é simultaneamente 


ortogonal às retas s e t: 


x=2+3t x=4+2t 
nriy=2+1t e S: y=2+13t 
z=3-2t z=5-1t 


14) Considere as retas r e s. A reta r é definida pela equação: 


caríruLo 3 m [0 


OU) = caríruLo 3 


A reta s passa pelo ponto P(-1, 0, 0) e é simultaneamente ortogonal às retas r, e r, definidas por: 


p% SO Ztl Š Ro Re je 
ral —2 3 eo Ad 


Determine m e n para que as retas r e s sejam paralelas. 


15) Determinar as equações reduzidas da reta, com variável independente x, que passa pelo 
ponto P(1, 2, 4) e tem a direção do vetor V = (2, 3, —5). 
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Planos e 
distâncias 


ANTÔNIO CARLOS CASTANON VIEIRA 


Planos e distâncias 


4,1 Definição 


O plano é um objeto geométrico de duas dimensões formado por infinitas 
retas e infinitos pontos, que pode ser definido da seguinte forma: 


= dando três pontos não alinhados; 
= dando uma reta e um ponto não pertencente à reta; 
=" dando duas retas paralelas (não coincidentes): 


= dando duas retas concorrentes. 


4.2 Equação geral do plano 


Seja o ponto A (x,, Yy Z,) pertencente a um plano z e o vetor não nulo n = (a, 
b, c) normal (perpendicular) ao plano. O plano x pode ser definido como o 
conjunto de todos os pontos P (x, y, z) do espaço, tais que o vetor AP é orto- 
gonal (perpendicular) a Ħ, conforme a figura abaixo. Ou seja, o ponto P (x, 
y, Z) pertencerá ao plano t se, e somente se, os vetores atenderem a seguinte 
expressão AP.n = 0, produto escalar igual a zero (condição de vetores orto- 


gonais). 


5! 


AP.n =0 


Figura 4.1 Plano e vetor ortogonal 
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Como: 
n = (a, b, ©) 


Ab=P-A= = YZY ZZ 

Abn' = (a, b, ©) (X-X Y-Y Z-Z) =0 
Ab.n = a.(x -x,) + b.(y -y,) + c.(z- z) = 0 
ax- ax, + by - by, + cz- cz, = 0 

ax + by + cz- (ax, + by,- cz) = 0 


Comon = (a b,c)e A (Xy Yy Za) são conhecidos (dados), pode-se escrever: 
- (ax, + by, + cz) = d 


onde d também será conhecido. 


Assim, a equação geral do plano 7 é: 


ax+by+cz+d=0 


OBSERVAÇÃO 


1) Os coeficientes a, b, c da equação geral do plano ax + by + cz + d = O representam as com- 
ponentes de um vetor normal ao plano, ou seja, se dois planos têm todos os três coeficiente, 
(a, b, c) iguais, significa que os planos são paralelos; 

230 plano 7 é definido, basicamente, por um vetor normal n = (a, b, c) e um ponto A (Xy Ya Za) 
pertencente ao plano; 

3) O vetor n = (a, b, c), normal ao plano também será normal a todos os vetores representados 


neste plano. 


4.3 Determinação de um plano 


Existem outras formas de caracterizar um plano. Contudo, de uma forma 
— 
geral, todas conduzem a encontrar o vetor normaln = (a, b, c) e um ponto 


A (Xu Ya Za) pertencente ao plano. 


A seguir são apresentadas outras formas de determinação dos planos. 
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1) Passa por um ponto A (x, y,, Z,) e é paralelo a dois vetores V eU não 


colineares. 


Neste caso: 


cl 
x 
<l 


Figura 4.2 Plano passando por ponto e paralelo a dois vetores não colineares 


2) Passa por dois pontos A (Xy Yy Za) € B (Xy Yg Zg) € é paralelo a um vetor 
— 


v não colinear ao vetor AB. 


Neste caso: 


— 


> > 
n =v xÃB 


3) Passa por três pontos A (Xy Yy Za) B (Xy Yg Zp) € C Xo Yo Zo) não coli- 
neares (na mesma linha). 


Neste caso: 


n = ALAC 


4) Contém duas retas r} e r, concorrentes. 


Neste caso: 
> _ à 
Ñ =y xV, 


Onde vV e vV são vetores diretores (mesma direção) de r, e r. 
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5) Contém duas retas r, er, paralelas. 


Neste caso: 


n=Vx ÀB 


Onde V, é o vetor diretor (mesma direção) de r (our)eAereBer, 


6) Contém uma reta r e um ponto A (x n Yy Za) Não pertencente ar. 


Neste caso: 


Onde V é o vetor diretor (mesma direção) der e Be r. 


E3) EXERCÍCIO RESOLVIDO 


1) Determine a equação geral do plano que passa pelo ponto A (1, 2, -1) e é paralelo aos vetores 
V, = (0, 1, 2) e V, = (1,0, 1). 


Solução 
T J k 
R=7%x%=| 0 1 2| =(1-21) 
-1 0 1 


Logo, a equação geral do plano é do tipo: 

ax+by+cz+d=0 

Onde os coeficientes a, b, c são as coordenadas do vetor normal ao plano, assim: 
a=1,b=-2ec=1. 

x-2y+z+d=0 

Como o ponto A (1, 2, -1) pertence ao plano, ele satisfaz a equação acima. Assim: 
1-2(2) + -1)+d=0 


d=4 


caPítULO 4m Bh 


A equação geral do plano final é: 


x-2y+2+4=0 


4.4 Ângulo de dois planos 


O ângulo de dois planos 7 e z, é o menor ângulo que o vetor normal de x, 
> — A 
(n) forma com o vetor normal de z, (n). Sendo 9 este ângulo: 


T 
cos ð = 0s 9s 


E3 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


2) Determine o valor de m para que seja 30° (cos 30° = a O ângulo entre os planos abaixo: 


mixtyr2z+3=0 e 
T: 4x + 5y +mz-1=0 


Solução: 

O ângulo de dois planos Tt, e Tt, é o menor ângulo que o vetor normal T, = (1, 1, 2), referente ao 
plano Tt, forma com o vetor normal É = (4, 5, m) referente ao plano de Tt. Sendo O este ângulo 
definido pela expressão abaixo: 


Assim, basta calcular o produto escalar entre os vetores n, en, e o módulo dos mesmos vetores, 
1 2 


V3 


aplicando diretamente na fórmula acima. Sabendo que cos 30º = -5 


In] = V12 + 12 + 22 = 6 


nl = 442 + 52 + m? = Vm? + 41 


|TM] = 1.4 + 1.5 + 2m =2m+9 


3 2m +9 
2 ` V6. Vm? +41 
3 2m +09 

2 ` V6m? + 246 


V18m? + 738 = 4m + 18 
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18m? + 738 = 16m? + 144m + 324 
2m? — 144m + 414 = 0 
m2-72m+207=0 


m=3oum=ã69 


4.5 Ângulo de uma reta com um plano 


Seja a reta r com a direção do vetor V e um plano 7, sendo Ñ um vetor normal 


ar, conforme figura abaixo. 


V> 


Figura 4.3 Ângulo da reta r com plano x 


x j a T 
O ângulo 0 da reta r com o plano m éo complemento do ângulo p (0 + ¢ = 3) 
que a reta forma com o vetor normal n ao plano. 


Como 0 += E logo sen (9) = cos (4), então: 


VRI 
vI] 


sen = 


E3) EXERCÍCIO RESOLVIDO 


3) Calcular o ângulo entre a reta r e o plano Tt abaixo definidos: 


x=t tix-2y+3=0 
proa x=-2t-1 
z=4 fre sea 
z=-4t-3 
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Solução 
O ângulo será o complemento do ângulo entre o vetor diretor da reta r (v) e o 
vetor normal ao plano Tt (n), ou seja o arco cujo seno é: 


sen (0) = 


7 = (L, -2, 0) 
Assim, 
IRI == V12 + 2+0 =5 
V] = = V1? + (-2} + 02 = V5 


R7V|=1.1 +22) + 0.0 = 3 


Pri 3 3 
RIVI V545 5 


O = 36,87º 


sen (0) = 


4.6 Interseção de dois planos 


A interseção de dois planos não paralelos é uma reta r, cuja equação é a 
solução de um sistema em que as duas equações são as dos planos. 


E3 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


4) Sejam os planos x, e x, cujas equações são respectivamente: 
T:Xx—-2y+z+4=0,e 
nm;x+3y-2z-1=0 


Determine a equação da reta que é a interseção desses dois planos. 


Solução 
x-2y-z+4=0 
x+3y-2z-1=0 
3x-y+7=0 


Multiplicando a primeira equação por 2 para eliminar a coordenada z, tem-se: 


x-2y+z2+4=0 
x+3y-22z-1=0 
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Multiplicando a primeira equação por 3 e a segunda por 2 para eliminar a coordenada y, tem-se: 
5x-z+10=0 
Logo a equação reduzida da reta r (interseção dos planos T e To). 


y=3x+7 
z=5x+ 10 


4.7 Interseção de reta com plano 


A interseção de reta com plano (não paralelos) é um ponto cujas coordena- 
das são obtidas pela solução de um sistema em que as equações são as da 
reta e do plano. 


P30 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


5) Sejam o plano x e a reta r, cujas equações são respectivamente: 
z: 2x-3y+z+5=0,e 


E y=-x+8 
z=2x+5 


Substituindo-se nas equações do plano n 
2x-3(-x+8)+(2x+5)+5=0 
2x+3x—-24+2x+5+5=0 


x=2 
y=6 
z=9 
A (2, 6, 9) 


P20 EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


1) Determinar o valor de m para que a reta r esteja contida no plano z. 
r: y=Xx+2; z=-x-4 
m: mx-ny+z-2=0 


2) Determinar a equação geral do plano que contém os pontos A (1, -2, 2) e B (-3, 1, -2) e é 
perpendicular ao plano 2x + y -z + 8 = 0. 
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3) Determinar o valor de k para que os pontos A (k, —1, 5), B (7, 2, 1), C (-1, -3, -1) e D (1, 0, 3) 


sejam coplanares. 


4.8 Distâncias 


Existem duas possibilidades para a relação entre as diferentes entidades ge- 
ométricas estudadas até agora (ponto, reta, plano). Uma quando há interse- 
ção entre elas, identificada pelo ponto comum, obtido normalmente pela 
solução do sistema composto pelas equações das entidades geométricas. 
Outra possibilidade é o cálculo da distância entre as entidades que não pos- 


suem ponto comum entre elas. 


O objetivo é calcular a distância entre entidades geométricas. 


4.9 Distância entre dois pontos 


Como visto anteriormente, a distância entre dois pontos A (x,, Yy Z,) €B (Xy 
— 
Ye Z;) é o módulo do vetor AB. 


d(A, B) = |AB| 


Portanto, 


d(A, B) = |AB| = =X + y, -yJ + 8-2) 


4.10 Distância de um ponto a uma reta 


A distância entre um ponto P (x, y,) e uma reta s é calculada unindo o pró- 
prio ponto à reta por meio de um segmento de comprimento d, que deverá 
formar com a reta um ângulo reto (90º), conforme a figura abaixo. 

y A 


> 
x 
Figura 4.4 Distância de um ponto P a uma reta s 
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Com base na equação da reta s: ax + by + c = O e nas coordenadas do 
ponto P (x, Yp), a distância entre eles d(P, s) é dada por: 


o lax, + by, + cl 


No Rº, a distância de um ponto qualquer do espaço P (x, Yp Zp) à retas, 


definida pelo ponto Q (x Zo) e pelo vetor diretor YV = (a, b, c), conforme a 


Q' Yo 
figura abaixo, é obtida pela relação entre os vetores V e PQ, que determinam 


um paralelogramo cuja altura é a distância d do ponto P à reta s. 


X 


Figura 4.5 Distância de ponto a reta no Rê 


Sendo assim, designa-se por A a área do referido paralelogramo: 
A = |V].d 

A área também pode ser obtida pelo produto vetorial entre os vetores V e PQ: 
A = |V x PQ] 


d =M xPQ]| 
Ps vo. 


E3) EXERCÍCIO RESOLVIDO 


6) Calcule a distância do ponto P (2, 0, 5) à reta de equação: 
(x y, z) = t.(3, 1, 1) +(-1,2,3) 
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Solução 
Basta aplicar a fórmula: 
V x PQ] 
A= pi 
Onde: 


V é o vetor diretor da reta e Q é um ponto qualquer da reta. Assim: 
V = (3, 1, 1) e Q (-1, 2, 3), assim: 


— 


PÒ= (3, 2, -2) 
IJ K 
3 1 
-3 2 = 4i, 3j, 9K) 
d= J32 O Vu 
Pas V(-4)2 +3 +9 = [06 
Ps V11 Fra 


4.11 Distância entre duas retas paralelas 


A distância entre duas retas r e s concorrentes é nula, tendo em vista pos- 
suírem um ponto em comum. 


A distância d entre duas retas r e s paralelas é a distância de um ponto 
qualquer P (x, Y» Zp) pertencente a uma das retas até a outra reta. 


d(r s)= d(P s) Per, 
dír,s)=d(Pr, Pes 


Figura 4.6 Distância entre duas retas paralelas 


PaF EXERCÍCIO RESOLVIDO 


7) Calcule a distância entre as retas: 


x=t x=-2t-1 
r: 4 y=-2t +3 s: {4 y=4+1 
z=2t z=-4t-3 
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Solução: 
Basta aplicar a fórmula: 


— — 
|v x AP] 
E 
iv] 


Onde V é o vetor diretor das retas r e s (paralelas), A é um ponto da reta r e P é um ponto da 


d(r, s) = 
reta s. 
Assim, 
z5 

v = (1, -2, 2) 

Visar ers 


A (0, 3, 0) e P (-1, 1, -3) 


AP = (1,-2,-3) 
i j k 

WxAP|=| 1 -2 2/=(107+7-4k)= V117 = 3V13 = (10i + j- 4k) 
E e a3 


4.12 Distância de um ponto a um plano 


Sejam um ponto P (x,, Yp Zp) e um plano de equação: 
t:ax+by+cz+d=0 


Seja A (Xy Yx Z,) O pé da perpendicular conduzida por P sobre o plano 7 e 
Q (Xy Yy Za) UM ponto qualquer do plano, conforme figura abaixo. 


P 


Figura 4.7 Distância de um ponto a um plano 
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O vetorn' = (a, b, c) é normal ao plano Te, consequentemente, o vetor AP 


tem a mesma direção de N. 
A distância d do ponto P ao plano 7 é: 
d (P n) = | AP| 


Observando que o vetor APé a projeção do vetor QP sobre a direção den, 


tem-se: 
d, „= |ÁP| 
R 
= PO 
des [PR 


Como QP = (x, — Xg o Zp 7 Zo) 


T (a, b, c) 


R| Va +b +e 


Após substituição dos valores e manipulação algébrica, tem-se: 


lax, + by, + cz, + d| 


Val + b? +c? 


Pro 


E3P EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


4) Calcule a distância do ponto P (-4, 2, 5) ao plano de equação: 
t:2x+y+22+8=0 


5) Calcule a distância do ponto P (1, 2, 3) à reta de equação: 
(x, y, z) =t.(-2,2,=1) + (1, 0,2) 


IMAGENS DO CAPÍTULO 


Desenhos, gráficos e tabelas cedidos pelo autor do capítulo. 
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Cônicas 


ANTÔNIO CARLOS CASTANON VIEIRA 
JÚLIO CÉSAR JOSÉ RODRIGUES JUNIOR 


EJ CURIOSIDADE 


O estudo matemático das cônicas 
tem proporcionado à humanidade 
uma grande variedade de aplica- 
ções em nosso dia a dia e em diver- 
sas áreas da engenharia. 

A propriedade de reflexão em su- 
perfícies parabólicas que afirma que 
raios que passam pelo foco refletem 
paralelamente ao eixo é amplamen- 
te explorada. O farol de carro pos- 
sui uma lâmpada que é colocada 
no foco da superfície espelhada 
parabólica. As antenas parabólicas 
são amplamente utilizadas na co- 
municação, seja para a transmis- 
são via satélite, telefonia móvel ou 
GPS (Global Positioning System). 
Nessas duas aplicações, é possível 
relacionar a incidência de raios pa- 
ralelos sobre a superfície parabólica 
com os raios refletidos que passam 
pelo ponto focal. 
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5.1 Circunferência 


Definição 


Considere o plano cartesiano xy e um ponto fixo conhecido 
C (Xo Yo) deste plano, denominado centro. O lugar geométri- 
co (L.G.) dos pontos deste plano equidistantes de C é deno- 
minado circunferência. A distância comum dos pontos (x, y) 
ao centro C denomina-se raio R da circunferência. Observe 
a figura 5.1: 


A 


y P (x,y) 


Yo [ooo 


> 
x x 


c 


Figura 5.1 Circunferência de centro C e raio R 


Equação reduzida da circunferência 


Observando a figura 5.1, é fácil concluir que o raio R da circun- 
ferência é igual à distância d,- entre qualquer ponto P desta cir- 
cunferência e seu centro C. A partir da definição apresentada 
para a circunferência acima e da expressão para a determina- 


ção da distância entre dois pontos, pode-se escrever que: 


deR EN R Eyy 


kx + yy =R 


A equação anterior é denominada de equação reduzida da circunferência 
de raio Re centro C (X~ yo). 


Es) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1) Determinar a equação reduzida da circunferência de raio 5 e centro com coordenadas 


(1, —3). 
Solução 
A equação reduzida da circunferência é (x- x) + (y - y)? = R?. 
Centro C (xi Ye) = (1, -3) > x. = 1 e y, = -3 
Raio R = 5 


Substituindo x,, Y, € R na equação reduzida da circunferência, tem-se: 


(12 + y- 63)? = 5º 
(x-12+(y+32=25 


2) Determinar a equação reduzida da circunferência que passa pelo ponto P (5, 7) e tem centro 
C (2, 3). 


Solução 


A equação reduzida da circunferência é (x- x) + (y - y)? = R? 
CentroC(x,y)=(2,3)>x =2ey.=3 
Ponto P (x, y)=(5,)>x=5ey,=7 


Raio R = distância de qualquer ponto da circunferência ao centro, 


dec =R =V% =x) + y, -yY 


d =R =V6- + 07-7? 

de = R = y (3} + (4 

dx =R=V9+16 =V25=5 
Substituindo X~ Y, € R na equação, tem-se: 


(x= 2) + (y—- 32 = 5 
(x-2) + (y -3} = 25 
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ED ATENÇÃO 


Quando a circunferência está centrada na origem dos eixos cartesianos, isto é, no ponto (0, 0), 
sua equação reduzida será dada por: 


xX + y? =R? 


Equação geral da circunferência 


No item anterior, estudou-se a circunferência de centro C (x, yo) e raio R a 


partir de sua equação reduzida, ou seja: 
(x =x) + (y -y) = R? 
Desenvolvendo os quadrados do primeiro membro da equação, tem-se: 
X? —2X.X + X? + y, + 2y y + y? = R? 


xX? + yY? — 2x .X— 2y y + x? + y?-R? = 0 


Supondo: 
e A = -2.x 
e B = -2y 


e C = x? + y? — R? 


A equação geral poderá ser escrita como: 


Key r AXT Byt CA 


Dessa forma, as coordenadas (X~ y,) do centro são dadas por: 


E o raio R por: 
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E3) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


3) Determinar a equação geral da circunferência de raio 5 e centro com coordenadas (1, —3). 


Solução 


A equação reduzida da circunferência é (x- x)? + (y - y}? = R?. 


Centro C (Xo Yo) = (1,-3) > x. = 1 e y, = -3 
Raio R =5 


Substituindo X~ Y, € R na equação, tem-se: 
(x-1) + (y - 3)? = 5° 

(x-1) + (y + 3} = 25 
xX-2x+1+y2+6y+9=25 


x + y? -2x+6y-15=0 


4) Sendo a equação geral da circunferência x? + y? — 2x — 4y — 4 = 0, determine: 


a) As coordenadas do centro desta circunferência. 
b) O raio R desta circunferência. 
c) Se o ponto A (4, 2) pertence à circunferência. 


d) Se o ponto B (1, -3) pertence à circunferência. 


Solução 
a) A equação geral da circunferência é: 


xX +y +Ax+by+C=0 


de x A 
onde x. =- — ey =-— 
© 2 Y: 2 


Comparando as equações: 
xX? + y? + Ax + By +C=0ex +y? +2x-4y-4=0,A=-2eB=-4 


Centro C (Xo yo) = (1, 2) 
b) A expressão para determinação do raio R é dada por: 


R=Vx2+y2-C 
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Comparando as equações x? + y? + A.x + By +C =0 e x? +y?-2x-4y-4=0,C=-4. 


R= VP +2- (4) =V12+4+4=V9=3 


c) Seo ponto A (x,, Y,) pertencer à circunferência, deve satisfazer à equação dessa circunferên- 
cia, isto é, ao substituir os valores de x, e y „ deve-se encontrar a igualdade O = 0. 


Ponto A (Xy Ya) = (4, 2) e equação da circunferência x? + y? — 2x —4y - 4 = 0. 


Substituindo, tem-se: 
42+22-24-42-4=0 
16+4-8-8-4=0 
0=0 


Assim, o ponto A pertence à circunferência. 


d) Seo ponto B (Xy Ya) pertencer à circunferência, deve satisfazer à equação dessa circunferên- 
cia, isto é, ao substituir os valores de x, € Y deve-se encontrar a igualdade O = 0. 

Ponto B (Xy Ya) = (1, -3) e equação da circunferência x? + y? — 2x - 4y - 4 = 0. 

Substituindo, tem-se: 


P + (-3} - 2.1 - 4.(-3)-4 = 0 
1+9-2+12-4=0 
1640 


Assim, o ponto B não pertence à circunferência. 


OBSERVAÇÃO 


Um ponto P pode pertencer ou não à circunferência. E neste último caso, pode ser interior ou 
exterior. Suponha o ponto P (x, y,) e a equação geral da circunferência x? + y? + Ax + By + 
+ C = 0. Ao substituir as coordenadas de P na expressão x? + y? + Ax + b.y + C, três são as 
possibilidades: 


e Valor nulo > | P pertence à circunferência. 
e Valor positivo > Pé exterior à circunferência. 
e Valor negativo > Péiinterior à circunferência. 
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Posição relativa entre a reta e a circunferência 


Considere uma reta r no R? e uma circunferência de centro C (x~ y )eraio R. 
C € 


Existem três posições relativas entre r e a circunferência: 


e Exterior nenhum ponto em comum. 
e Interior/Secante dois pontos em comum. 
e Tangente um ponto em comum. 


A figura 5.2 ilustra o descrito. 


Tangente 


Secante 


Figura 5.2 Posições relativas entre reta e circunferência 


Suponha que as equações da reta r e da circunferência C sejam conheci- 
das. Existem duas maneiras para se determinar a posição relativa de r e C. 


a) Um sistema entre as equações de r e C é resolvido. Uma equação do se- 
gundo grau será originada e a partir do discriminante A tem-se a posição 
relativa. Para valores positivos de A (duas raízes reais distintas), existem 
dois pontos em comum, ou seja, a reta e a circunferência são secantes. No 
caso de A nulo (duas raízes reais iguais), há apenas um ponto em comum 
de r e C, isto é, são tangentes. Como última possibilidade para A, tem-se 
o valor negativo (não existem raízes reais). Nesse caso, a reta e a circunfe- 
rência são exteriores. 


b) Pode-se avaliar a distância d do centro da circunferência C à reta r. Quan- 
do d for menor que o raio R da circunferência, r e C são secantes. Se d = R, 
a reta e a circunferência são tangentes, e, por último, se d maior que R, a 
reta é exterior à circunferência. 
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Figura 5.3 Distância de reta ao centro de uma circunferência 


OBSERVAÇÃO 


Considere a reta r: ax + by + c = 0 e o ponto P (x, y,). A distância d, do ponto P à reta r é dada 
por: 


ljax + by + c| 


d4= Va+b 


P20 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


5) Determine a posição relativa da reta r e da circunferência C cujas equações são: 
rx-y-1=0 e C: x? + y? -4.x-2y+3=0 
Primeira solução 
O sistema a ser resolvido é: 
f x-y-1=0 
x +y2-4x-2y+3=0 
Na primeira equação, y = x — 1, Substituindo na segunda equação do sistema tem-se: 
x +(x-1)2-4x-2(x-1)+3=0 
xX-4x+3=0 


A=b?-4ac=(4)2-413=12>0 


Conclusão: como o discriminante é positivo, r e C são secantes. 
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Segunda solução 
A equação da circunferência C é dada por x? +y?-4x-2y+3=0 


Quando a equação geral da circunferência é x? + y? + Ax + By + C = O as coordenadas do 


A B 
centro são dadas po js CREA EE 


-4 2 
Assim, x, == -7 = 2; ka= *leR=w22412-3=42 


A reta r tem equação dada por r:x-y-1= 0 


A distância d, do centro à reta r: 


E jax, + by, +c| [12+11+1] 


Po Vas VE + (1? 


Conclusão: como d, < R, reta e circunferência são secantes. 


6) Determine a posição relativa da reta r e da circunferência C cujas equações são: 
rrx+y-2=0 e C: x? +y?-x-y =0 
Solução 


A equação da circunferência C é dada por x? + y? -x-y =0 


Quando a equação geral da circunferência é x? + y? + Ax + By + C = 0, as coordenadas do 
centro são dadas por x = -2 ey, = -Że R= Ve +y -C 
Assim, Xc E 0,5; y Ea 0,5eR= Mc 
2 Ra 2 2 
A reta r tem equação dada porr:x + y—-2 = 0 


A distância do do centro à reta r: 


i ax, + by, + c| _ [1.0,5 + 1.0,5 -2| 1 


i Va +b? VIE +1 “2 


Conclusão: como d = R, reta e circunferência são tangentes. 


Posição relativa de duas circunferências 


Considere duas circunferências C, e C, de raios R, e R. As posições relativas 


dessas circunferências são: 
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a) Exteriores — nesse caso, não há interseção entre as duas circunferências, 
ou seja, o sistema formado pelas duas equações não tem solução. A dis- 
tância d entre os centros é maior que a soma dos raios R e R,. Observe a 


figura a seguir. 


d > R, + R, 


Figura 5.4 Circunferências exteriores 


b) Tangentes externas - nesse caso, a interseção entre as duas circunferên- 
cias é dada por um ponto, ou seja, o sistema formado pelas duas equa- 
ções tem solução única e a distância d entre os centros é igual à soma dos 
raios R e R,. Observe a figura abaixo. 


Figura 5.5 Circunferências tangentes externas 


c) Secantes - nesse caso, a interseção entre as duas circunferências é dada 
por dois pontos, ou seja, o sistema formado pelas duas equações tem duas 
soluções distintas e a distância d entre os centros é maior que o módulo 
da diferença entre os raios e menor que a soma dos raios R e R,. Observe 
a figura 5.6. 


R-R<dsR+R, 
Figura 5.6 Circunferências secantes 
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d) Tangentes interiores - nesse caso, a interseção entre as duas circunferên- 
cias é dada por um ponto, ou seja, o sistema formado pelas duas equa- 
ções tem solução única e a distância d entre os centros é igual ao módulo 
da diferença dos raios R e R,. Observe a figura 5.7. 


d =R, -R, 
Figura 5.7 Circunferências tangentes interiores 


e) Interiores - nesse caso, não há interseção entre as duas circunferências, 
ou seja, o sistema formado pelas duas equações não tem solução e a dis- 
tância d entre os centros é menor que o módulo da diferença entre os 
raios R, e R.. Observe a figura 5.8. 


d < R -R, 


Figura 5.8 Circunferências interiores 


E3 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


7) Sejam as circunferências de equações (C) x? +y?-4=0e(C)x+y?+2x-2y=0. 
Determine: 


a) A posição relativa de C e C, 


b) Os pontos de interseção de C, e C, 


Solução 
a) Quando a equação geral da circunferência é x? + y? + Ax + By + C = 0 as coordenadas do 
centro são dadas por 


A B 
x555 Ri ORENK Ey E 
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Assim, para a circunferência C, tem-se: 


e para a circunferência C, tem-se: 


2 
x=-5=-1 pa eR HN 


Distância entre os centros das circunferências C, e C, é dada por: 


d = V (-1- 0} + (1-0) = V2 
Observe que é verdade a relação R, — R, < d < R, + R, para C} eC, ou seja, são secantes. 


b) Para se determinar os pontos de interseção das circunferências C, e C, deve-se resolver o 
sistema a seguir: 


x +y-4=0 
X +y +2x-2y =0 


A primeira equação pode ser reescrita como x? + y? = 4. 


Substituindo na segunda equação do sistema, encontra-se 4 + 2x -— 2y = 0, ou ainda, 2y = 4 + 2x 
ouy =2+x. 


Substituindo y = 2 + x na equação x? + y? = 4, tem-se que x? + (2 + x)? = 4. 
xX +4+4x+x 4 
2x +4x=0 


x= 0oux=-2 


Como y = 2 + x, para x = 0, y = 2 e para x = -2, y = 0. Logo os pontos de interseção são A 
(0, 2) e B(-2, 0). 


E3P EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


1) Determine a equação reduzida da circunferência de raio 3 e centro com coordenadas (-2, 4). 


2) Sendo a equação geral da circunferência x? + y? — 10x + 6y + 18 = 0, determine: 
a) A equação reduzida desta circunferência. 
b) As coordenadas do centro desta circunferência. 


c) O raio R desta circunferência. 
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3) Considere a circunferência cuja equação é x? + y? — 2x —- 4y +1=0. 
a) Determine a equação reduzida desta circunferência. 

b) As coordenadas do centro. 

c) O raio R desta circunferência. 


d) Estude a posição dos pontos A (1, 0), B (2,2) e C (4, 1) em relação à circunferência. 


4) Determine a equação reduzida da circunferência com centro (2, 4) e tangente ao eixo das 
ordenadas. 


5) Considere a equação geral da circunferência x? + y? — Ax + By + C = 0. Determine os valores 
de A, B e C para que esta circunferência tenha raio igual a 2 e centro (1, 5). 


6) Determine a posição relativa da reta r e da circunferência C, cujas equações são: 
rx-y =0 e Cx+y2-6y+5=0 


7) Considere uma circunferência cujas coordenadas do centro são C (2, 1) e que passa pelo 
ponto A (0, 3). Determine: 


a) O raio R desta circunferência 


b) A equação reduzida. 


8) (FGV - SP, 1997) Uma empresa produz apenas dois produtos A e B, cujas quantidades 
anuais (em toneladas) são respectivamente x e y. Sabe-se que x e y satisfazem a relação: 


X +y? + 2x +2y-23=0 


a) Esboçar o gráfico da relação, indicando o nome da curva. 
b) Que quantidades devem ser produzidas se, por razões estratégicas, a quantidade produzida 
do produto B for o dobro do A? 


9) (PUC — Campinas, 2001) Sejam o ponto P (-3; 0), a reta r de equação y = x + 6 e a circun- 
ferência C de equação x? + y? — 4y = 0. E verdade que: 

a) P pertence ao interior de C. 

b) P pertence a r. 

c) r e C não têm pontos comuns. 

d) r e C interceptam-se em um único ponto. 


e)reC interceptam-se em dois pontos. 


10) (PUC — Campinas, 2000) A circunferência À representada a seguir é tangente ao eixo das 


ordenadas na origem do sistema de eixos cartesianos. 
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EJ CURIOSIDADE 


Elipse 

Vários ramos da engenharia valem- 
-se das cônicas. Na engenharia me- 
cânica, por exemplo, é comum o uso 
de engrenagens elípticas. 

A utilização dessas cônicas nas vá- 
rias ciências vem acompanhando o 
homem e sua evolução há séculos. 
Para ilustrar, pode-se citar o monu- 
mento da Roma antiga — o Coliseu 
— cuja seção horizontal apresenta a 


forma de uma elipse. 


O Sonia Hey 


Coliseu 


Outro exemplo histórico relaciona- 
-se ao grande Arquimedes, que teria 
incendiado parte da esquadra roma- 
na que atacou Siracusa. Ele construí- 
ra espelhos que convergiam a luz so- 


lar sobre os navios, incendiando-os. 
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Ay 


xY 


A equação de À é 
x +y? +4x+4=0 
b) x? + y? +4y+4=0 
c)x? +y? +4x=0 
d) x? + y? + 4y =0 
x +y? +4=0 


5.2 Elipse 
Definição 


Considere o plano cartesiano xy e dois pontos distintos fixos 
conhecidos F e F, deste plano, denominados focos. O lugar 
geométrico (L.G.) dos pontos P (x, y) deste plano, a soma de 
cujas distâncias aos focos é constantes, é conhecido como 
elipse. A distância entre os focos F} e F, é 2c, conhecida com 
distância focal. 


A soma das distâncias de P a F} e de P a F, é dada por 2a, 
sendo a um número real tal que 2a > 2c. Observe a figura 5.9: 


PF + PF, = 2a 
B, 
y? P(x, y) 
A A 
1 F, E F, 2 
B, ' 


X 


Figura 5.9 Elipse de focos F, e F, e centro C 


Elementos da elipse 


Observando a figura 5.10, é possível descrever alguns elementos da cônica de- 
nominada elipse. Os pontos F, e F, fixos são denominados focos da elipse, e 
a distância FF, = 2c é a distância focal. No ponto médio entre F, e F, existe o 
centro C. O eixo A A, é denominado eixo maior e tem comprimento 2a. O eixo 
BB,, perpendicular ao eixo maior A A,, tem comprimento 2b. Os pontos A,, 
A, B, e B, são conhecidos como vértices da elipse. Os focos F} e F, pertencem 
ao eixo maior quando a elipse está “alongada” na horizontal, e pertencem ao 


A 


eixo menor quando esta é “alongada” na vertical. 


A excentricidade e de uma elipse é um número real positivo menor que 1, 


isto é, 0 < e < 1, e é definida pela relação e = = 


B 


1 


B 


2 


Figura 5.10 Elipse e seus elementos 


É fácil perceber na figura acima que o triângulo hachurado B,CF, é retân- 
gulo e, portanto, é válido o teorema de Pitágoras. Assim, para toda elipse 
vale a seguinte relação entre os valores de a, b e c: 


a? = b? +c? 


Equação reduzida da elipse de centro na origem 


Em nosso estudo, iremos considerar sempre a situação em que os eixos da 
elipse são paralelos aos eixos cartesianos x e y. Assim, duas são as possibi- 
lidades: eixo maior paralelo ao eixo das abscissas ou paralelo ao eixo das 
ordenadas. 


Inicialmente, será considerada a elipse com centro na origem (0, 0) e eixo 
maior 2a paralelo ao eixo das abscissas. Neste caso, a elipse será “alongada” 
na horizontal. Observe a figura 5.11. 
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1 P (x, y) 


B 


2 


Figura 5.11 Elipse com centro na origem e eixo maior horizontal 
Observe que, como C é (0, 0) e FF, = 2c, conclui-se que as coordenadas 
dos focos são dadas por F, (~c, 0) e F, (c, 0). 


A partir da definição apresentada para a elipse e da expressão para a de- 
terminação da distância entre dois pontos, pode-se escrever que: 


da = V(x- (0)? + (y -0 e dp = V(x- 02 +y? 


Substituindo em PF, + PF, = 2a, tem-se: 


Vx- (0) + (y -0 + Vx-c} +y -07 = 2a 


Agora, considere a elipse com centro na origem (0, 0) e eixo menor 2b pa- 
ralelo ao eixo das abscissas. Neste caso, a elipse será “alongada” na vertical. 
Observe a Figura 5.12. 
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A 


2 


Figura 5.12 Elipse com centro na origem e eixo menor horizontal 


Observe que como C é (0, 0) e FF, = 2c, conclui-se que as coordenadas 
dos focos são dadas por F, (0, c) e F, (0, —c). 


A partir da definição apresentada para a elipse no item 5.1 e da expressão 
para a determinação da distância entre dois pontos, pode-se escrever que: 


o PR (x-0) + (y = c)* e dor (x — 0)? + (y — (-0))? 


Substituindo em PF, + PF, = 2a, tem-se: 


VX+(y-)2 +VxX+(y+c)2=2a 


DD OBSERVAÇÕES 


1) A excentricidade da elipse relaciona-se com a forma desta. Elipses com excentricidades 
próximas de O têm os semieixos maior e menor com comprimentos próximos, isto é, aproxi- 
mam-se de um círculo. Note que: 


c c 
e=—>0~—->c~0 
a a 


a=b+cec-05a2-b?25a-b 
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2) Elipses com excentricidades próximas de 1 têm o eixo maior e a distância focal, comprimen- 
tos próximos, isto é, o valor do semieixo menor b aproxima-se de zero — a elipse tem um 
comprimento alongado no eixo maior. Note que: 


c c 
=—>1]~—>c~a 
a a 


a=b+cec-a>a-c5>b-0 


P20 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


8) Dada a elipse abaixo, determine: 
a) As medidas dos semieixos. 
b) A equação reduzida da elipse. 


c) A excentricidade da elipse. 


-5 C 5 


Solução 

a) A partir da figura conclui-se que 2a = 10, portanto o semieixo maior é igual a 5. Da mesma 
forma, é possível observar que 2b = 6 e b = 3 (semieixo menor). 

b) Note que a elipse é “alongada” na horizontal, assim sua equação reduzida é: 


x2 y? 
ar~ 


Substituindo a e b, tem-se: 


e 
c) A excentricidade da elipse é dada pela relação e = —. 
a 


Como a?-b? + ci tem-seque5?-32+c2>c=4 
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Portanto, 


9) Considere a elipse na figura a seguir. 


Determine: 

a) As medidas dos semieixos. 

b) A equação reduzida da elipse. 
c) A excentricidade da elipse. 


Solução 


a) A partir da figura, conclui-se que 2a = 10. Portanto, o semieixo maior é igual a 5. Da mesma 
forma, é possível observar que 2b = 8 e b = 4 (semieixo menor). 

b) Note que a elipse é “alongada” na vertical. Assim sua equação reduzida é: 

x? 2 

= y = 

b? a 

Substituindo a e b, tem-se: 

x? y? x2 y? 


= — =) 
42 * 52 16 ` 25 


c 
c) A excentricidade da elipse é dada pela relação e = —, Como a? = b? + c?, tem-se que 
a 
52=4+C5c=3 
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10) Considere a equação da elipse 9.x? + 25.yº — 225. 


Determine: 

a) Os semieixos desta elipse. 

b) A excentricidade da elipse. 

c) O ponto P da elipse cuja ordenada é 2V2. 


Solução 
a) Reescrevendo-se a equação apresentada: 
9x? + 25.yº = 225 + 225 


9X 25y? 225 


225 * 225 ~ 225 
x2 y? 
Bto 1 


Como a > b, tem-se a partir da equação que a? = 25 e b? = 9. Dessa forma, o semieixo maior a 


é igual a 5 e o semieixo menor b é igual a 3. 


c 
b) A excentricidade da elipse é dada pela relação e = a Como a? = b? + c?, tem-se que 
5B2=32+C>c=4 


c) O ponto P (m, 212) pertence à elipse, logo satisfaz à equação 9.x? + 25.y2 = 225, Assim, 
9.m? + 25.(2 2)? = 225 
9.m? + 25.8 = 225 


9.m? = 225 — 200 


5 
9m? =25 >m = z> mMm=tz 


3 


11) Considere a elipse de centro na origem e eixo maior igual a 10. Se um dos focos é F (3, 0), 
determine a equação desta elipse. 


Solução 
Como a elipse está centrada na origem e o foco é do tipo (+ c, 0), sua equação é do tipo: 
x2 2 
e 
a b? 


Além disso, 2a = 10. Logo o semieixo maior a = 5. 


=1 


Como o foco é (3,0), c = 3. 


Substituindo na equação a? = b? + c2, é possível determinar o valor de b. 
52=b?+3? 
25=b2+9>-b=+3 
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Equação reduzida da elipse de centro (x, Yo) 


Consideraremos os eixos maior e menor da elipse paralelos aos eixos car- 
tesianos x e y assim como quando a elipse está centrada na origem. Deste 
modo, duas são as possibilidades: eixo maior paralelo ao eixo das abscissas 


ou paralelo ao eixo das ordenadas. 


Inicialmente, será considerada a elipse com centro no ponto C (x, y,) e eixo 
maior 2a paralelo ao eixo das abscissas. Neste caso, a elipse será “alongada” na 


horizontal. Observe a figura 5.13. 


A 


k P (x y) 


Xo X 


Figura 5.13 Elipse com centro Xo Yo) e eixo maior horizontal 


Observe que, como o centro Cé (xy Yo) € F,F, = 2c, conclui-se que F (x —c,y,) 


eF, (X, + G Yo). 


A partir da definição apresentada para a elipse e da expressão para a 
determinação da distância entre dois pontos, pode-se escrever que: 


dpr = V(x- (X + 0)? + (y -y e da = Vx- x +e) + y- y) 


Substituindo em PF, + PF, = 2a, tem-se: 


Ve + + y-yP+la- + + (y-y)?=2a 


Após o desenvolvimento algébrico, podemos escrever: 


Ed 
a? b? 


Agora, considere a elipse com centro C (Xy y,) € eixo menor 2b paralelo ao 
eixo das abscissas. Neste caso, a elipse será “alongada” na vertical. Observe 


a figura 5.14. 
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P (x, y) 


i > 
Xo x 


Figura 5.14 Elipse com centro (xy y,) € eixo menor horizontal 


Observe que, como o centro C é (X; Y) € FF, = 2c, conclui-se que F (x, y, + ©) 
eF, Xy YO): 


A partir da definição apresentada para a elipse e da expressão para a 
determinação da distância entre dois pontos, pode-se escrever que: 


diti = V (x te x) + (y — (Yo + co)? e é = V (x + xX)’ + = (Yo 7 c)? 


Substituindo em PF, + PF, = 2a, tem-se: 


E e ds a 


Após o desenvolvimento algébrico, podemos escrever: 


b? a 


P20 EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


12) Considere uma elipse cujo eixo maior é paralelo ao eixo das ordenadas e tem centro 
(2, -3). Se o semieixo menor vale 4 e a excentricidade 1/3, determine: 

a) A equação reduzida desta elipse. 

b) As coordenadas dos focos. 
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Solução 


a) Semieixo menor b = 4 e centro (Xy Yo) = (2, —3) 


c 1. c 


Excentricidade é dada por e = ao Assim, 4 a=3c 


Substituindo na equação a? = b? + c2, é possível determinar os valores de ae c, ou seja: 
Bo) =+ > 92=16+C2 > 802=16 > c=V2 


Comoa=3.ca=31/2a 


O eixo maior é paralelo ao eixo das ordenadas, portanto tem equação dada por: 


-WÀ 
CELON Y-Y) = 
b? a? 


Substituindo: 
= (y = (3) 
Red, i 
42 32 
(x-2} Wy +53 
+ =] 
16 18 


b) Quando o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo y, os focos F, e F, são dados por F} (x, Yọ + ©) 
e F, (Xy Yọ- C), OU Seja: 


F, (2, -3 + De F, (2, -3 - V2). 


13) Considere a equação da elipse dada por 16x? + 9y? — 64x — 54y + 1 = 0. Determine a sua 
equação reduzida. 


Solução 


=)" Y-Y) 
2 + 


Devemos escrever a equação da seguinte forma: b z 7 1 


Note que podemos reescrever a equação dada da seguinte maneira: 
16x? + 9y? — 64x - 54y +1 = 0 

16x? -64x + 9y? -54y +1=0 

16.(X - 4.x) + 9.(y°- 6.y)+1=0 

16.(x? — 2.2.x + 4) + 9.(y° - 2.3.y + 9) + 1- 16.4- 9.9 = 0 

16.(x- 2)? + 9.(y - 3)? = 16.4 + 9.9-1 

16.(x - 2)? + 9.(y - 3} = 144 


16.(x - 2)? + 9.(y-3) = 144 + (144) 


&-2 v- 
9 + 16 ` 
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14) Considere a equação da elipse dada por 25x? + 16y? + 288y + 896 = 0. Determine: 
a) Os semieixos maior e menor. 

b) A excentricidade da elipse. 

c) O seu centro. 


d) Os focos. 


Solução 


Inicialmente, devemos escrever a equação da seguinte forma: 


X-x) Y-Y 
“po ai 


Note que podemos reescrever a equação dada da seguinte maneira: 


1 


25x? + 16(yº + 18.y) + 896 = 0 

25x? + 16(yº + 2.9.y) + 896 = O 

Completando para obtermos um soma ao quadrado, temos: 
25x? + 16(yº + 2.9y + 81) + 896 - 16.81 = 0 

25x? + 16(yº + 2.9.y + 81) = 16.81 — 896 

25x? + 16(y + 9)? = 16.81 — 896 

25x? + 16(y + 9)? = 400 


25x? + 16(y + 9)? = 400 + (400) 


x2 (y = 9)? 
16° 23 `“ 
Assim, 


a) =25>a=5eb=16>b=4 
c 
b) a? = b?+ c? > 5? =4?+ c> c= 3 Logo, e =~ = 5 =06 


a? Rd 25 


c) Da comparação das expressões 


ER -v)2 2 — 92 
(x > e Me = 1, tem-se x, = 0 


ey, =-9. 


X-X) Y- 
T 2 


d) Como a expressão é do tipo p? 


= 1, os focos são determinados por: 
Fia Ya t oe F Xy Yo O. 


Portanto, F, (0, -9 + 3) = (0, -6 ) e F, (0, -9 - 3) = (0, -12). 
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E3) EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


11) Considere a elipse de equação 9x? + 25y? = 225. Determine: 
a) Os semieixos menor e maior. 

b) A excentricidade. 

c) A distância entre os focos. 

d) As coordenadas dos focos. 


12) Considere a equação 9x? + 4y? + 18x — 24y + 9 = O que representa uma 
elipse no plano xy. Determine: 

a) A equação reduzida desta elipse. 

b) As coordenadas do centro. 

c) As coordenadas dos focos. 

d) A excentricidade. 


13) Considere uma elipse cujo eixo maior é paralelo ao eixo das abscissas 
e tem centro (1, 2). Se o semieixo menor vale 6 e a excentricidade 0,6, 
determine: 

a) A equação reduzida desta elipse. 

b) As coordenadas dos focos. 


14) Considere a elipse de centro na origem e eixo maior igual a 60. Se um 
dos focos é F (18, 0), determine: 

a) O semieixo menor. 

b) A excentricidade da elipse. 

b) A equação desta elipse. 


15) Um planeta X descreve uma trajetória elíptica tendo o seu “sol” como 
um dos focos desta elipse. Nesta trajetória, os eixos maior e menor são 
dados em milhões de km por 10 e 8. Determine o maior e o menor afas- 
tamentos deste planeta de seu sol. 


16) (UNESP, 2003) A figura representa uma elipse. 


EJ CURIOSIDADE 


Trajetória elíptica 

Em seu estudo a respeito da gravita- 
ção universal, Kepler descobriu que 
a órbita dos planetas do sistema so- 
lar era elíptica e não circular como 
se pensava na época. A descober- 
ta inicial foi para o planeta Marte, 
tendo o Sol como um dos focos da 
elipse, e, mais tarde, estendida para 
todos os planetas. Ficou conhecida 
como sua primeira lei que se enun- 
cia: “Cada planeta descreve uma ór- 
bita elíptica, da qual o Sol ocupa um 
dos focos.” 


A excentricidade da elipse é um 
número compreendido entre O e 1, 
que nos informa quão arredondada 
ou achatada é uma elipse. Assim, 
pelos valores da excentricidade 
da trajetória dos diversos planetas 
do sistema solar podemos inferir a 
forma desta elipse. A excentricida- 
de da trajetória da Terra é cerca de 
0,017, enquanto a de Marte é de 
0,098. 
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A partir dos dados disponíveis, a equação desta elipse é: 


x? y? 
yçtz-l1 

(x+ 52 (x-7? 
o qo A 


c) (x-5) + (y-7}=1 


x-5? (x+ 7) 
) 3 to 5! 


(x +3} (x-4? 
Sop S gS 


17) (UEL, 2005) Em uma praça, dispõe-se de uma região retangular de 20 m de comprimento 


por 16 m de largura para construir um jardim. A exemplo de outros canteiros, este deverá 


ter a forma elíptica e estar inscrito nessa região retangular. Para aguá-lo, serão colocados 


dois aspersores nos pontos que correspondem aos focos da elipse. Qual será a distância 


entre os aspersores? 


a)4m b)6m 


c)8 m 


d) 10m 


e)12m 


18) (UEL, 2007) Existem pessoas que nascem com problemas de saúde relacionados ao consumo 


de leite de vaca. A pequena Laura, filha do Sr. Antônio, nasceu com este problema. Para solu- 


cioná-lo, o Sr. Antônio adquiriu uma cabra que pasta em um campo retangular medindo 20 m 


de comprimento e 16 m de largura. Acontece que as cabras comem tudo o que aparece à 


sua frente, invadindo hortas, jardins e chácaras vizinhas. O Sr. Antônio resolveu amarrar a 


cabra em uma corda presa pelas extremidades nos pontos A e B que estão 12 m afastados 


um do outro. A cabra tem uma argola na coleira por onde é passada a corda, de tal modo 


que ela possa deslizar livremente por toda a extensão da corda. Observe a fig 


a questão a seguir. 


ura e responda 


16m 


M 


A 


20m 


Ţv 


Qual deve ser o comprimento da corda para que a cabra possa pastar na maior área possível, 


dentro do campo retangular? 


a) 10m b) 15m 
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c) 20 m 


d)25 m 


e) 30 m 


x? 2 

19) Considere uma elipse cuja equação é TE + 2 = 1. Um losango 
ABCD é inscrito nesta elipse de tal forma que cada um dos vértices A, 
B, C e D coincida com os vértices da elipse. Determine o perímetro e a 
área deste losango. 

2 y? 

20) Considere um ponto P (x,y) da elipse cuja equação é dada porg +q = T; 

Se o ponto P dista 2 de um dos focos, determine a distância de P ao 


outro foco da elipse. 


21) Considere dois pontos A (10, 0) e B (-5, y) pertencentes à elipse cujos 
focos têm coordenadas F, (-8, 0) e F, (8, 0). Determine: 

a) A equação reduzida desta elipse. 

b) O perímetro do triângulo BF,F.. 


5.3 Parábola 


Introdução 


A parábola é uma curva plana definida no R?. É o lugar geo- 
métrico dos pontos que são equidistantes de um ponto 
(foco) e de uma reta (diretriz). 


A parábola da figura a seguir mostra alguns dos seus pon- 
tos, que são equidistantes do ponto F (foco da parábola) e da 
reta r (diretriz da parábola). 


Figura 5.15 Pontos da parábola 


Elementos de definição da parábola 


Numa parábola arbitrária, temos os seguintes elementos: 


EJ CURIOSIDADE 


Parábola 

Na engenharia civil, as pontes pên- 
seis apresentam o cabo que susten- 
ta os tirantes no formato parabóli- 
co. Como exemplo, temos a ponte 


Akashi Kaikyo, no Japão. 


Ponte O Leung Cho Pan 


Outra bela aplicação das parábolas 
na engenharia civil é a Catedral Me- 
tropolitana de Nossa Senhora Apa- 
recida — conhecida como Catedral 
de Brasília — que foi projetada por 
Oscar Niemeyer. Suas estruturas 
de concreto são arcos de parábolas 
que apresentam funções estrutural 
e estética. 


O Aguina 


Catedral 
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OBSERVAÇÃO 


Equação da parábola 
A equação da parábola será repre- 
sentada também da seguinte forma: 


y= ax + bx +c 
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= foco: o ponto F; 


— diretriz: a reta r; 


— eixo de simetria: a reta perpendicular à diretriz passando 


pelo ponto F; 


— vértice: o ponto V de interseção do eixo de simetria com a 


parábola. 


V vértice 


Figura 5.16 Elementos da parábola 


Equação da parábola 


Para obter a equação da parábola, define-se por d (A, B) a 
distância entre os pontos A e B. 


Sendo o ponto P' a interseção da reta perpendicular à di- 
retriz r, baixada de um ponto P da parábola, conforme as de- 
finições, tem-se: 


e È ER 


Suponha que o eixo de simetria da parábola coincida com 
o eixo das ordenadas (y) e o vértice com a origem dos eixos, 
assim, F (0, p/2) e V (0, 0), conforme a figura 5.17. 


(0, p/2) 


P(x, y) 


xy 


V |(O, 0) 


(0, -p/2) P'(x, -p/2) 


Figura 5.17 Parábola com eixo de simetria coincidindo com o eixo das ordenadas 


Sendo assim: 
IFP] = | PP 

Como P'(x, — p/2) 

FP = P-F=(xy-5) 

PP = P-P'=(0,y+ 5) 
ey- (ore) 
r a 

x + y2 = py + BE = y? + py + BL 


x? = +2py 


A equação anterior é chamada equação reduzida da parábola e constitui 
a forma padrão da equação da parábola de vértice na origem, tendo como 


eixo o eixo das ordenadas. 
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EJ CURIOSIDADE 


No estudo da resistência dos mate- 
riais, o diagrama do momento fletor 
na seção de uma viga submetida a 
uma carga uniforme é uma pará- 
bola, 
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Analogamente, a parábola com eixo de simetria coinci- 
dente com o eixo das abscissas (x) e o vértice ainda coin- 
cidindo com a origem dos eixos. Assim, F (p/2, 0) e V (0, 0), 
conforme a figura abaixo. 


P'(-p/2, y) 


(-p/2, 0) 


Figura 5.18 Parábola com eixo de simetria coincidindo 


com o eixo das abscissas 


Desta forma, neste caso a equação reduzida da parábola é: 


y? = +2px 


E3) EXERCÍCIO RESOLVIDO 


15) Determine o foco e a equação da diretriz da parábola y? = —4x. 


Solução 

y? = —4x 

Sabendo que a equação é do tipo: 

y? = +2px 

Assim: 
2p=4 
p=-2 
Poci 
2 


Portanto, 


F(-1, 0) e diretriz:x = 1 


Translação de eixo 


Considerando um sistema de eixos ortogonais OX (eixo das abscissas) e OY 
(eixo das ordenadas), com o vértice da parábola coincidindo com a origem 


desses eixos, V (0, 0), como já foi visto, tem-se a equação da parábola: 
x2 = 2py' 


Onde x' e y' são, respectivamente, as representações das coordenadas dos 
pontos pertencentes à parábola nos eixos OX e OY.. 


Representam-se os eixos OX (eixo das abscissas) e OY (eixo das ordena- 
das) paralelos e de igual sentido aos eixos OX e OY, respectivamente. O vérti- 
ce da parábola (origem do par de eixos anterior) terá as seguintes coordena- 
das neste novo par de eixos V (x, Yo)- 


xy 


O xX 


0 


Figura 5.19 Translação de eixos 
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A representação de todos os pontos P nos eixos OX e OY é P(x', y). A repre- 
sentação no par de eixos OX e OY será: 


P(x, + XY, + y’) = (x,y) 
Ou seja: 

X=M+X ey=y +y 

X=X-X ey =y-y, 


(x =x)? = 2p(y-y) 


Onde o vértice tem coordenadas V (Xy Yo). 


E3) EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


16) Determine a equação da parábola de vértice V (3, -2) e diretriz y — 2 = 0. 


Solução 
(x — x)? =+2p(y-y9) 
(x-3) = +2p(y + 2) 


EaD 
2 


Logo, 

p=-8 

x? — 6x + 9 = + 2(-8)(y + 2) 
x? — 6x + 9 = -16y - 32 
16y = -x° + 6x - 41 

É a equação da parábola. 


O foco da parábola tem as coordenadas F (3, —6), ou seja, mesma coordenada da abscissa do 
vértice (3) e mais P/2 (-4) na coordenada ordenada do vértice. 


17) Dada a equação da parábola y = x?— 8x +15, determine o vértice V, diretriz r e o foco F. 


Solução 
O vértice é o ponto de mínimo ou máximo da parábola, logo: 
y'=2x-8 
y=2x-8=0 
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A coordenada das abscissas do vértice é 4. E CU RIOSIDADE 


y, = (42 - 8(4) + 15 = -1 


Hipérbole 
Assim, V (4, —1). Os telescópios de reflexão são um 
Como: exemplo da aplicação das cônicas. 
(xx)? = +2py-y,) Nesse caso, as superfícies refleto- 


né 5 i ras são uma parábola e uma hipér- 
D ep) bole. O princípio de funcionamento 
x? -8x + 16 = +2py + 2p baseia-se nas propriedades de re- 


2py = x? - 8x + 16- 2p flexão destas cônicas. 


14 16-2p 


“2 p 2p 
Assim: 
baret sge Poje 
2p p 2p 


Em todos os casos. 


Logo a diretriz será: y = -5/4 e F (-3/4, 4). 


E2) EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


22) Determinar o vértice, o foco e a diretriz da parábola y? + 6y —- 8x +1 = 0 


23) Determinar os valores dos parâmetros a, b, c da equação da parábola x? 
+ ay + bx + c = 0, com vértice V (—4, 3) e foco F (-4, 1). 


5.4 Hipérbole 


Introdução 


A hipérbole é uma curva plana definida no R°. É definida 
como o lugar geométrico dos pontos cuja diferença das dis- 
tâncias a dois pontos fixos (focos) deste plano é constante. 


Considere-se no plano dois pontos distintos, F e F., cuja 
distância é 2c, ou seja: 


carítuLo 5 197 


d (F, F) = 2c 


A hipérbole será definida pelo conjunto dos pontos P (x, y) do plano, tais 
que a diferença das distâncias desse ponto aos pontos F, e F, seja fixa e igual 
a 2a, (2a < 2c), conforme a figura abaixo, ou seja: 


d(P, F.) - d(P F,) = 2a 


Figura 5.20 Hipérbole 


Elementos de definição da hipérbole 


Numa hipérbole arbitrária, temos os seguintes elementos: 


= focos: os pontos F e Fa 
— distância focal: distância 2c entre os focos; 
— eixo real ou transverso: segmento de reta A A, de comprimento 2a; 


— eixo imaginário ou conjugado: segmento de reta BB, perpendicular ao eixo 
real ou transverso, cuja interseção com o eixo maior é o centro dos eixos no 


ponto O; 
= vértices: são os pontos À e A,; 


a k S c 
Excentricidade (e): é a razão entre ce a, e = E 
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DD OBSERVAÇÃO 


Hipérbole é uma curva simétrica em relação aos eixos real e imaginário. 


Figura 5.21 Elementos da hipérbole 


Com base na figura acima, pode-se perceber que, em toda hipérbole, vale 
a seguinte relação entre as grandezas a, b e c. 


c2 = a? + b? 


Ao traçarmos duas retas, uma pelo centro O e pelo ponto (a, b) e a outra 
pelo centro O e pelo ponto (-a, b), como apresentado na figura abaixo, tere- 
mos duas retas que nunca se encontram com a hipérbole, apesar de quanto 
mais se afastam do centro, mais se aproximam da hipérbole. Essas retas são 


chamadas de assíntotas. 


Figura 5.22 Assíntotas da hipérbole 
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As assíntotas são muito usadas para traçar os esboços dos gráficos das 
hipérboles. 


Equação da hipérbole com centro na origem do sistema 


1º caso: Eixo real sobre o eixo das abscissas (x) 


Para obter a equação da hipérbole, define-se um ponto P (x, y) qualquer 
da hipérbole de focos F, e F.. Pela definição anterior tem-se que: 


d (P, F,) - d (P, F,) = 2a 


Suponha, inicialmente, que o eixo real da hipérbole coincida com o eixo 
das abscissas (x) e o centro da hipérbole com a origem dos eixos. Assim, 
F; (-c, 0), F, (c, 0) e O (0, 0), conforme a figura abaixo. 


x y 


Figura 5.23 Hipérbole com eixo real coincidindo com o eixo das abscissas 


Sendo assim: 
|FPI-IFP| = 2 
Como F (-c, 0) e F (c, 0) 
EP= P-F =(x+c,y-0) 


FP=P-F,=(x-cy-0) 


Ve+ + (y-02-N(x+ y = 2a 
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Manipulando a equação acima e utilizando a relação que c? = a? + b?, 
obtém-se: 


x2 y2 
zr- 


A equação acima é chamada equação reduzida da hipérbole e constitui a 
forma padrão da equação da hipérbole de centro na origem e que tem como 
eixo real o eixo das abscissas. 


Analogamente, a hipérbole com eixo real coincidente com o eixo das or- 
denadas (y) e o centro ainda coincidindo com a origem dos eixos. Assim, 
F, (0, —c) e F, (0, c) e O (0, 0). 


Neste caso, a equação reduzida da elipse é: 


E3) EXERCÍCIO RESOLVIDO 


18) A hipérbole da figura abaixo tem a equação reduzida: 


Determine as coordenadas dos vértices, dos focos e as equações das assíntotas. 


Solução 


Para obter os vértices (A e A), faz-se y=0: 
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x = +3 (vértice) 


A, (0,-3) e A, (0, 3) 
Fazendo-se x = 0, obtém-se: 


O resultado não pertence aos Reais. A hipérbole não corta o eixo das ordenadas. Contudo o 
valor do b será igual a 2. 


Como: 
e =a + b? 
2=-32+42? 


c= 5 
Assim, os focos têm as seguintes coordenadas. 
F, = -V T3, 0) e F, = (V13, 0) 


As equações das assíntotas da hipérbole serão: 


yo) - Ex ey =-$ 


Equação da hipérbole de centro fora da origem do sistema 


2º caso: Consideremos uma hipérbole de centro C (h, k) e um ponto P (x, y) 
qualquer da hipérbole. 


Assim como já vimos no estudo da parábola sobre a translação do eixo, o 
caso da hipérbole é análogo àquele anterior. Assim, quando o eixo real for 
paralelo ao eixo das abscissas e o centro C (h, k), a equação passa a ser: 


(x-y) Ksi 
a2 pB 


No caso do eixo real ser paralelo ao eixo das ordenadas (y), da mesma 
forma a equação é: 


(x-k) x-h}?_] 
2 pB 
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P20 EXERCÍCIO RESOLVIDO 


19) Determine a equação da hipérbole de focos F, (2, 3), F, (6, 3) e um dos seus vértices é 
A, (3, 3). 


Solução 
Ay 
3 + T t 
F | | VÊ, 
l l I 
I l I 
l l l 
l i I 
I i I 
l l l 
T T T > 
0 2 4 6 xX 
a=lec=2 
22 = 1? + b? 
b =y 3b 
x-4 y-3P 
ACE, 
x- 8x+16 y’-6y+9 i 
1 1 E 


3x? — 24x + 48 - y? + 6y-9=3 


3x? - y? + 6y - 24x + 36 = 0 


E3) EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


24) Determine o centro da hipérbole descrita pela equação abaixo: 


9x? — 4y? + 8y - 54x + 113 = 0 


25) Para a equação da hipérbole descrita no problema anterior, determine as coordenadas dos 


vértices. 
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